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Introduction

Dans ce travail, nous donnons des méthodes analytiques dans I’étude des singularités des fonctions
plurisousharmoniques.

On commence d’abord par présenter un apergu de notions en géométrie complexe et de la notion
de plurisousharmonicité, avant de démontrer le théoréme d’existence de Héormander et le théoréme
d’extension L? d’Ohsawa-Takegoshi. Nous donnons une nouvelle preuve du théoréme d’Ohsawa-
Takegoshi, d’aprés Berndtsson et Lempert et montrons le théoréme de I'invariance des plurigenres
de Siu. Puis, on introduit le premier invariant pour mesurer singularités des fonctions plurisoushar-
moniques, noté nombres de Lelong. Par une méthode d’approximation de Deamilly, nous donnons
une preuve simple du théoréme de semi-continuité de Siu. On évoquera ensuite les résultats fonda-
mentaux d’idéaux multiplicateurs, du théoréme de cohérence de Nadel, du théoréme d’annulation
de Nadel, puis nous donnons deux applications : théoréme de prolongement de Kodaire et théoréme
d’annulation de Kawamata-Viehweg. Aprés proposer 'exposant de singularité complexe, nous don-
nerons la preuve du théoréme de semi-continuité. Enfin, nous donnerons un résultat récent, la
conjecture d’ouverture forte, qui a été originalement conjecturé par Demailly et Kollar et a été
démontré par Guan et Zhou en 2013.
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Chapitre 1

Notions Fondamentales en (Géométrie
Complexe

On rappelle dans ce chapitre des matiéres fondamentales en géométrie complexe et les principales
propriétés des variétés complexes. Ces résultats seront utilisés librement par la suit. Un autre but
de ce chapitre est de fixer les notions que on utilise par la suite. Nous ne donnerons pas toutes les
preuves, car elles sont présentes dans les livres de références [Huy06],[Dem12b] ou encore [MMIO0].

1.1 Variétés hermitiennes

Nous considérons dans cette section une structure supplémentaire sur les variété complexe, & savoir
une métrique hermitienne.

Définition 1.1.1. Une structure presque complexe sur une variété différentiable X est la donnée
d’un endomorphisme J de Tx tel que J* = —1.

Exemple 1.1.1. Une variété complexe admet naturellement une structure presque complexe Soit
z1 = x1+ 1, ,2n = Tp + 1Y, sont des coordonnées au voisinage de x € X. Alors la structure
presque complexe J est définie en x par

9., ,,0 90 9
Ox; ayi75y¢ al‘i'

J:Txrz = Tx Rz,
J est bien définie d’aprés 1’équation de Cauchy-Riemann.

Soit X une variété complexe. Alors la structure presque complexe J sur X admet un prolongement
sur I'espace tangent complexifié¢ T'x ¢ par C-linéarité. Alors les Li-espaces propres sont notés par
Tx et T'x, respectivement, i.e.

Tx ={veTxc:Jw)=iv}etTx ={veTxc:J(v)=—iv}

En plus, Tx.c admet la décomposition Tx.c = Tx @ Tx. Localement, on peut prendre %, e 6’2
K b n
comme une base de T'x et 6%1’ cee % comme une base de Tx.
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Remarque 1.1.1. Soit T p 'espace cotangent de X. Alors la structure presque complexe J sur
X aussi définie un endomorphisme de T p, noté aussi par J. Soient w € Tk et v € Tx g. Alors

J(w)(v) := w(Jv). Puis nous pouvons faire la méme chose pour T%  comme ci-dessus pour Tx g. En
X R b
particulier, 'espace cotangent complexifié T)*QC admet la décomposition Qﬁéo &) Qgél avec Q;O =T%
et Q%' =T%. En plus, dz1,- -+ ,dz, est une base de L0 et dzi,--- ,dZz, est une base de Q%!
X X X X

Définition 1.1.2. Une métrique hermitienne sur X est une métriqgue riemannienne h sur X telle
que J*h = h.

On aussi considére I'extension de h sur le fibré tangent complexifié Tx ® C comme suite, i.e.

h(v @A w @ p) == (Ai)h(v, w)

On note que la composition d’application
81’0 : TX,R — TX,(C — Tx,

ou la deuxiéme application est la projection naturelle, est un isomorphisme entre (Txr,J) et
(T X,i)m On prend deux vecteurs v, w dans I'espace tangent réel Tx g ., alors on a

Dh (5100, 51 0) = 2h(%(v — i), %(w _iJ(w)))

1 . ,
= gh(v =i (v),w —iJ (w))

_ %(h(v, w) + ih(v, J(w)) — ih(J(v), w) + h(Jv, Jw))

= h(v,w) +ih(v, Jw)

Alors,
h(v,w) = 2Reh(s"v, s"0w).

On aussi définit la forme fondamentale associée a h,
w(v,w) == h(v, Jw).
Notons que
w(v, w) = h(v, Jw) = h(Jv, J*w) = —h(Jv,w) = —h(w, Jv) = —w(w,v).
Alors, w est une 2-forme réelle. En effet, la relation
w(v,w) = 2Imh(s %, s%1w)

montre que w est une (1, 1)-forme.

1. On voit (Tx,r,J) comme un espace complexe : v := Jv
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Sur le fibré T 1’0, la forme hermitienne h peut étre donnée par une matrice hermitienne, notée par

%(hij)' Précisément, localement on a

(Seg Sngs | =3 3 e
1,j=1
Alors, la métrique hermitienne sur X peut s’écrire comme suite,
1 n
=5 D hijde' ©d7,
i,j=1

Exactement, on a

. n
VA . _a
=3 g h; ;dz" A dz?.
4,j=1

Pour une variété orientable de dimension m muni d’une métrique riemannienne g, donnée par (g;;)
localement, on définit la forme volume associée & g comme suite.

Q = y/det(gij)dzt A -+ A dx™

Pour une variété complexe de dimension n muni d’une métrique hermitienne, avec les notations
ci-dessus, on a

W= (= )”hlﬁ1 e hy g dZ NdE A N dE A dE
(-2 . , ,
= 27}11131 o hy s dz'V Ao ANdZ ANdFN - A dE
NG
1, 7]n

dz' A dz! N 4 dE
—21 —21
= n!det(hﬁ)dazl ANdyt A Ada A dy”

= nldet(h;;)

Alors,

Proposition 1.1.1. Si X est une variété hermitienne muni d’une forme hermitienne w et Y est
une sous-variété de dimension k de X muni de la métriqgue hermitienne induit par w, alors la forme
volume hermitienne de Y est

Qy = —(wly)* = =uky.
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1.2 Connexion

Soit 7 : V' — M un fibré vectoriel réel de rang r. I'(M, V') est I'espace de sections globales de V.
Définition 1.2.1. Une connexion D sur V. — M est une application linéaire
D:T(M,V) -T(M, T"M @ V)

qui vérifie la régle de Leibniz :

D(fs) = df ® s + fDs.

ou f est une fonction sur M et s est une section de V.

Soit (e1,--- ,e,) un champ de repéres local lisse de V. Si D est une connexion sur V', la matrice de
1-formes w; est définie par

De; = w)e;
qui est dit la matrice de la connexion dans le champ de repéres (e, - - ,e,). Par la régle de Leibniz,

On a . . . .
D(s'e;) = (ds' + s'w})e;.

Remarque 1.2.1. Souvent on utilise la notation Ds = ds + sw.

On change de champ de repéres. On note g = (gzj ) la matrice passage, ce veux dire que ¢; = gf €j
pour un autre champ de repéres (€1, - ,€,). Alors,

O =d(G)G™ + GwG™L.

Soit V un fibré vectoriel muni d’'une métrique g.

Définition 1.2.2. On dit que g est compatible avec la métrique g st
d(g(z,t)) = g(Ds,t) + g(s, Dt).
ot h(a® s,8") := ah(s,s) et h(s,a® s') := ah(s,s).

Une connexion qui est compatible avec une métrique fixée n’est pas forcément unique. Dan un
champ de repéres local, on

d(gijs't?) = d(gij)t't + gij(ds't! + s'dt?)
D’ailleurs, on a
g(Ds,t) + D(s, Dt) = g;;(ds't! + s'dt?) + gijs'wit’! + gijsiwgtz.
Alors, on obtient une relation entre matrices.
dg— gw—wlg=0.
Cette équation a beaucoup de solutions.

On peut aussi définir connexions sur un fibré complexe comme le cas réel. Soit (V,h) un fibré
complexe muni d’une métrique hermitienne h.
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Définition 1.2.3. Une connexion est compatible avec la métrique hermitienne h si

d(h(sl, 52)) = h(DSl, 52) + h(sl, DSQ).

Si M est une variété complexe, le fibré T ® C admet la décomposition T @ C = /\1’0 X& /\0’1 X.
Alors, pour un fibré vectoriel complexe V' — X, une connexion D admet aussi une décomposition
comme

D= Dl,O _‘_Do,l.

Remarque 1.2.2. DY et D%! ne sont pas connexions.

On supposer que V est aussi holomorphe. On a un opérateur différentiel spécial sur V. Si (e1,- -, ep)
est un champ de repéres holomorphe, alors cet opérateur est donné par la formule suivante :

s=s'e; = (0s) @ e;.

Cet opérateur est bien défini car V' est holomorphe : exactement, si (€1, - , €,) est un autre champ
de repéres holomorphe locale de V', alors

5]' = g?ei.
pour des fonctions holomorphes g; Alors,

g;-

s =3
Donc, on a
(05) e = (08) ® gé-ei = 5(§jg§) ®e; = (05') @ ey

On note aussi cet opérateur différentiel par 0.

Définition 1.2.4. Une connexion D sur un fibré vectoriel holomorphe V. — M est dit connexion
de Chern si

D =D 4.

Théoréme 1.2.1. Pour un fibré vectoriel holomorphe hermitienne, il existe une connexion de Chern
unique qui est compatible avec la métrique hermitienne.

Définition 1.2.5. Une métrique Kdihlérienne sur une variété complexe est une métrique hermitienne
g telle que la forme fondamentale associée a g est fermée. Une variété complexe qui admet une
métrique Kdhlérienne est dit une variété Kdhlérienne.

Proposition 1.2.2. La métrique g est Kdhlérienne si et seulement s’il existe un systéme de coor-
données z sur X tel que

g=>_dz* NdZ* + O(|z]).
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Exemple 1.2.1 (Métrique de Fubini-Study sur P™). Soit P™ 'espace projective complexe de di-

mension n. Pour l'ouvert standard U; et l'isomorphisme ¢; : U; — C", (29 : -+ : z,) —
(i—‘z, 7%7"' ,i—’;‘) On définit

. n
2 = Z( 2
w; i = —00lo —
i = 5_00log (E \Zil )
=0
Alors, on obtient une métrique Kahlérienne wpg qui est exactement w; sur Uj.

Soient V73 — M et Vo — M fibrés vectoriels sur M muni de connexions D et Do respectivement.
Alors, pour le fibré Vi x V5 sur X, on peut définir une connexion comme suite.

D(Sl X 52) = (Dlsl) X 89 + 81 X (DQSQ).
Ici x peut étre ® ou A.

Exemple 1.2.2 (Connexion induite sur fibrés déterminants). Soit V' — X un fibré vectoriel de
rang r. Soit Dy une connexion sur V. On considére le fibré en droites

detV — X.

On fixe un champ de repéres (e1,--- ,e,) de V, alors ey A--- A e, est un champ de repéres de detV .
Alors,

Ddetv(el/\-'-/\er):Z(el/\---/\Dej/\---/\eT):ijel/\--'/\er
J J
i.e. la matrice de la connexion D est exactement la trace de la matrice de la connexion Dy .

Définition 1.2.6. Soit V. — M wun fibré vectoriel avec connexion D. On définit lapplication suiv-

ante :
k+1

k
D:T(M, Ve \Ti) =TV e N (Ti)
St a est une k—forme locale sur M et s est une section locale de E, alors

D(a®s)=d(a) ® s+ (—1)a A D(s).

1.3 Courbure

Définition 1.3.1. Soit V. — M wun fibré vectoriel avec une connexion D. Alors la courbure de (V, D)

est lopérateur
DD :T(M,V) = T(M,V @ AX(T3))).

Si w est la matrice de D dans un champ de repéres, pour une section locale s de V,
DDs = D(ds + sw)
=d(ds + sw) — (ds + w) Aw
=dsANw+ sdw —ds ANw — sw Aw
= s(dw —w Aw)
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Maintenant, on définit la matrice de 2-formes,
Qi=dw—wAw.
Pour un autre champ de repéres avec la matrice de la connexion w, on a
@ = (dG)G™ + GwG™L.
Notons que € = di — & A @, on obtient
Q=G

Théoréme 1.3.1. Soit V. — M wun fibré vectoriel complexe de rang r muni d’une connexre avec
courbure €.

1) Les coefficients Pj(Q) du polynome de Chern

i - :
I+t—Q) =1 Pj(Q)t/
det< o ) +jz::1 ()t

sont 2j-formes fermée sur M.

2) En plus, pour chaque j, la classe de cohomologie de Pj(Q) est indépendante a la connexion sur

V — M.

Définition 1.3.2. Avec les notations ci-dessus du théoréme la classe de cohomologie
ci(V) = [P(Q)] € H*(M,C)
est dite la i-iéme classe de Chern de V.

Maintenant, on fixe un fibré holomorphe hermitienne (V; h) — X. Alors il existe une unique connex-
ion de Chern, et nous allons calculer la courbure de cette connexion. On fixe un champ de repéres
e; de V', et on pose
hzj = h(ei, €j).
Alors, d’aprés la définition, on a
dh(ei,e;) = dh;; = h(De;, ej) + h(ei, De;)
h

ij
O wier, e5) + hiei, > wirer)
l T

Notons que D est une connexion de Chern, alors

Ohg = > wihy;.
l
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En formes de matrices, ¢a veut dire que

OH = wH.

Donc, la matrice de la connexion de Chern est 9HH~!. D’ailleurs, la courbure § est donnée par
Q=dw—wAw.
On obtient la proposition suivante.

Proposition 1.3.2. La courbure de la connexion de Chern du fibré holomorphe hermitienne
(V,h) — X est donnée par la formule

Q=0(Q)=0(0HH™).
Démonstration. D’abord, notons que HH ' = I, donc on a 0H ' = —H '9HH!. Alors,

Q=dw—-—wAw
=d(OHH ')~ 0HH ' NOHH ™!
= (0+0)(OHH Y —90HH *NOHH™!
= 0(OHH YY) —0HANOH ' —0HH ' NOHH™!
= J(0HH™").

On finit la démonstration. O

Proposition 1.3.3 (Courbure de fibrés déterminants). Soit (V, D) — X un fibré vectoriel de rang
r avec connezion D. Soit (det V,trace(D)) — X le fibré déterminant. Alors

Q(trace(D)) = trace(2(D)).
Démonstration. Soit (e1,--- ,e,) un champ de repéres de V. Alors

(trace(D))*(ey A--- Aey) = trace(D)(Z et N---ADeiN---Ney)

i
= trace(D)(Z wiier A+ Aep)
i

= trace(D?)(ey A--- Ney).
ce qui conclut la démonstration. ]

En plus, soit (V,;h) — X un fibré holomorphe hermitienne de rang r. Alors det h est une métrique
hermitienne sur le fibré en droites det V' — X dont la connexion de Chern est

1
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Alors la matrice de courbure de det h est

Q=dw—-—wAhw= 8((1‘31?8(det h)) = 0(dlogdet h) = 0O(— log det h).

Soit X une variété complexe de dimension n. Le fibré canonique de X, noté par Kx, est le fibré en
droites det T)*(I’O. Les sections locales de Kx est des formes holomorphes.

En plus, si X est une variété hermitienne complexe avec une métrique hermitienne h, la courbure
de (Kx,det(h™1)) est exactement —trace(£2), ot €2 est la courbure de (X, h).

Définition 1.3.3. Soit (X, h) est une variété Kahlérienne avec une métrique Kahlérienne. Alors la
courbure de Ricci de (X, h) est donnée par

Ricci(h) == trace(Q2(h)).

Maintenant, nous allons considérer fibrés en droites. Soit L — X un fibré en droites avec une
métrique hermitienne h. Alors un champ de repéres {e;} au voisinage U; induit une fonction lisse
@i := —log h(e;, e;). Donc, chaque v € L|y, peut s’écrire comme v = v;e; avec v; € C, et donc

h(v,v) = |v;|2e %

Proposition 1.3.4. La forme de la courbure de fibré en droites est globalement définie.

Démonstration. D’aprés la formule
0 001
j = Yijitigi; = £

Ce qui conclut la preuve. O

En plus, si L — X est holomorphe, alors la courbure de la connexion de Chern est la (1, 1)-forme
Q= 85@1

sur U;. Pour un fibré en droites holomorphe, on toujours choisit un champ de repéres e et ¢ =
—log h(e,e). Donc, la formule

Q =00y
de la courbure est indépendante a le choix de e.

Théoréme 1.3.5. Pour un fibré en droites L, la classe de Chern est la classe de cohomologie de
LQ, de.
2w ="
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1.4 Faisceaux cohérents

Avant d’introduction la notion de faisceau cohérent, nous rappelons les notions de modules (locale-
ment) de type fini et (localement) libres sur un faisceau d’anneaux. Tous les anneaux A apparaissant
dans la suite seront supposés commutatifs et unitaires, sauf mention explicite.

Soit donc A un faisceau d’anneaux (commutatifs, unitaires) sur un espace topologique X . Un faisceau
F de A-modules (ou plus briévement un .A-module) est un faisceau d groupes abéliens tel que chaque
espace de section F(U) a une structure de A(U)-module, avec une loi de multiplication externe
compatible aux restrictions.

Définition 1.4.1. Soit A un faisceau d’anneauz sur un espace topologique X et soit F un faisceau
de A-modules. Alors F est dit :

1) de type fini s’il existe des générateurs globaux F,--- ,Fy € F(X) donnant un morphisme
surjectif de A-modules sur X tout entier

AGBN%f,A?NB(wl,-“,wN)'—) Z ijj,xE}},xeX.
1<j<N

2) localement de type fini, si tout point xo € X admet un voisinage U sur lequel il existe des
générateurs locaur Fy,--- ,Fy € F(U)(N = N(xg)), donnant un morphisme surjectif de A-
modules au dessus de U

A@N = Flu, APV 3 (w1, ,wn) = Z wiFj. € FpyxeU.
1<j<N

3) libre de rang r s’il existe des générateurs globaux Fy,--- | F, € F(X) tels que le morphisme du
1) (avec N = r) soit un isomorphisme de A-modules au dessus de X .

4) Localement libre de rang r si tout point xg € X admet un voisinage U sur lequel il existe
des générateurs locauz Fi,--- , F, € F(U) tels que le morphisme du 2) (avec N = r) soit un
isomorphisme de A-modules au dessus de U.

Maintenant,avant donnant la définition de cohérence, on a besoin d’une autre notion. Si U est un
ouvert de X et si Fy,---,F, € F(U) sont des sections de F sur U, le noyau du morphisme de
A-modules F' = (Fy,--- , F,): .A@q — Flu défini par

AP (g1, ,99) = Y giFslv € F(V),V CU
1<5<q

est un sous-A-module R(Fy,---,F,) de A\gq, appelé faisceau des relations entre les sections
Fi,--- F,.

Définition 1.4.2. Un faisceau F de A-modules sur X est dit cohérent si :

1) F est localement de type fini sur X ;

2) pour tout sous-ensemble ouvert U de X et tout systéme de sections Iy, --- , Fy € F(U), le faisceau
des relations R(Fi,--- , Fy) est localement de type fini sur U.
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Soit zp € X un point fixé. Par ’hypothése 1), il existe un voisinage U de zg et des sections
Fy, - F, € F(U) réalisant un morphismesurjectif de A|y-modules

F=(F, -, F): A" — Flu,

et ’hypothése 2) implique que le noyau R(F1,--- , F,) de F est localement de type fini. Par con-
séquent, il existe un voisinage V' C U de xg et un morphisme surjectif

G: AP = R(F,--, F)lvy C A%

sur le noyau de F' au dessus de V. On voit ainsi qu’on obtient une prsentation finie de F au dessus
de V, c’est-a-dire une suite exacte de A|y-modules

@ G o F
A|VPHA|VL] f’v 0,
ot G est donné par une matrice p X p de sections (G ;) de A(U) dont les colonnes (Gj1),- -+, (Gjp)
sont des générateurs de R(F1,--- , Fy).

Proposition 1.4.1 (Résultats fondamentaux de faisceaux cohérents ).

1) Soit ¢ : F — G un morphisme de A-modules cohérents. Alors Im(p) et Ker(yp) sont des A-
modules cohérents.

2) (Serre). Soit 0 - F — S — G — 0 une suite exacte de A-modules. Si deuzr des A-modules
F,S,G sont cohérents, alors les trois sont cohérents.

3) Si F et G sont des sous-A-modules cohérents d’un A-module cohérent S, 'intersection F NG est
un A-module cohérent.

4) Si A est un faisceau cohérent d’anneauz, tout sous-module localement de type fini de AP est
cohérent. En particulier, si F est un A-module cohérent et Fy,--- ,Fy € F(U), le faisceau des
relations R(F,--- , Fy) C A®P est lui aussi cohérent.

5) (Oka) Pour toute variété analytique complexe X, le faisceau d’anneaux Ox est cohérent.

Le théoréme d’Oka [Oka, 1950] peut étre considéré comme une extension profonde de la propriété

de noethérianité. Soient Fi,--- , Fy € O(U). Puisque Ox ¢ est noethérien, on sait déja que les fibres
R(F1, - ,Fy)e C (’)j?[qz sont de type fini, mais le fait nouveau important exprimé par le théoréme

est que le faisceau des relations est localement de type fini, ¢’est-a-dire que les "mémes" générateurs
peuvent étre utilisée pour engendrer les fibres dans un voisinage de chaque point.

Proposition 1.4.2 (Propriété noethérienne forte). Soit F un faisceau anlytique cohérent sur une
variété complere X et F1 C Fo C --- une suite croissante de sous-faisceaux cohérents de F. Alors
la suite (Fy,) est stationnaire sur tout sous-ensemble compact de X .
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Chapitre 2

Plurisousharmonicité

Dans ce chapitre, on introduira les outils de fonctions de plusieurs variables complexes. Nous définis-
sons les notions de domaine d’holomorphie, convexité holomorphe et pseudoconvexité pour les ou-
verts de C". Nous aussi donnerons la notion de variété de Stein qui est un objet analogue comme
variété affine en géométrie algébrique. Pour les détails et preuves de théorémes, nous nous référerons
[LT12] et [Deml2b].

2.1 Domaines d’holomorphie et convexité holomorphe

D’aprés le phénomeéne trés connu de Hartogs, nous avons vu qu’il existe des ouverts €2 C C" tels que
toute fonction holomorphe sur €2 s’étende holomorphiquement & un ouvert plus grand. Cela nous
conduit & introduire la notion suivant :

Définition 2.1.1. Un ouvert ) de C" est appelé domaine d’holomorphie s’il n’existe pas d’ouverts
Qq et Qo de C" ayant les propriétés suivantes :

1) @4 CQNQ;

2) Qg est convexe et n’est pas contenu dans € ;

3) Pour toute f € O(R), il existe une fonction fo € O(Q) telle que f = fo sur .

La notion de domaine d’holomorphie n’est pas vraiment intéressante que dans C”, n > 2, car dans
C, tout ouvert € est un domaine d’holomorphie (pour zo € 99, il suffit de considérer la fonction

f(2) = =5)-

Exemple 2.1.1. 1) Un polydisque ou plus généralement un produit de domaines plans est un
domaine d’holomorphie.

2) Tout ouvert convexe de C" est un domaine d’holomorphie.

Nous allons caractériser les domaines d’holomorphie en terme de convexité par rapport aux fonctions
holomorphes.

21
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Définition 2.1.2. Soient Q un ouvert de C™ et K un compact de 2, on définit [’enveloppe holo-
morphiquement convere Kq de K par

Ko={z€Q:|f(2)] < sup|f,7f € O(@)}:

Proposition 2.1.1. Soient Q0 un ouvert de C* et K un compact de €1, alors I?Q est contenu dans
l’enveloppe convexe de K.

D’aprés la proposition ci-dessus, nous voyons que Kgq est toujours borné et fermé dans €2, mais en
général ce n’est pas un compact de €. Il est alors naturel d’introduire la notion suivante :

Définition 2.1.3. 1) Soit Q un owvert de C". On dira que €2 est holomorphiquement conveze si
pour tout compact K de 2, Kq est relativement compact dans §Q.

2) Si K est un compact de Q, K est O(§2)-conveze si et seulement si K = Kq.

Maintenant nous énoncons le théoréme de caractérisation des domaines d’holomorphie en terme de
convexité holomorphe obtenu par H. Cartan et P. Thullen.

Théoréme 2.1.2 (H. Cartan et P. Thullen). Soit Q un ouvert de C". Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) Q est un domaine d’holomorphie.
2) dist(l?g,aQ) = dist(K, 0R2), pour tout compact de Q.
3) Q est holomorphiquement conveze.

4) 1l existe f € O(RQ) telle que pour tout couple d’ouverts Qy et Qy de C" satisfaisant les contions
1) et 2) de la Définition on ne peut pas trouver de fonction f € O(8s) telle que f = f sur
Q.

2.2 Fonctions plurisousharmoniques

Fonctions plurisousharmonique a été introduis par Lelong et Oka. Ces nouvelles fonctions nous
serviront & définir la pseudoconvexité au paragraphe prochain.

Définition 2.2.1. Soit f : Q — [—00, +00| une fonction sur un ouvert Q@ C R™. On dit que f est
semi-continue supérieurement en xg € ), si l'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée,
— pour tout € > 0, il existe un voisinage U de xq tel que

Ve e U, f(z) < f(zo) + €

— limsup f(x) < f(zo) ou limsup désigne la limite supérieure d’une fonction en un point;
T—T0

— L’ensemble {x € Q|f(z) < a} est ouvert pour tout a € R.

Intuitivement, une belle fonction f est dite semi-continue supérieurement en xg si, lorsque xg
est proche de zg, f(x) est soit proche de f(xg), soit inférieur a f(xo).
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Définition 2.2.2. Soit Q un ouvert de R"™. Une fonction u : Q — [—o0,+00) est dite sous-
harmonique dans Q) si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

— u est semi-continue supérieurement ;

— u posséde la propriété de sous-moyenne : pour tout point xg € Q et r < d(xg,0), on a

ol oy, est le volume de S(0,r).

Une fonction u est dite sous-harmonique sur {2 si elle est sous-harmonique en tout le point de €.
L’ensemble des fonctions sous-harmoniques sur € est noté par Sh(2)

Remarque 2.2.1. On peut changer S(xg,r) dans la définition par la boule B(zg,r). Et ces deux
définition sont équivalentes.

Théoréme 2.2.1 (Principe du Maximum). Soit 2 un ouvert connexe. Si u est sous-harmonique
sur £, alors,

supu = limsup u(z)

Q Q32—00U{cc}

et Supy u = sUpgx u pour chaque sous-ensemble compact K C ().

Démonstration. Sisupu > limsup wu(z), il existe un point xg € Q tel que supg u = u(zp). On
Q Q32—0QU{co}
pose que

W ={z € Qu(x) < u(zg)}.

Comme u est semi-continue supérieurement, W est ouvert dans . Et W est un sous-ensemble
propre de Q car xg ¢ W.

Si W n’est pas vide, il existe un point adhérent a de W dans R"™ continu dans Q et u(a) = u(xp). En
plus, il existe un voisinage B(a,r) de a tel que Q\ B(a,r) et W N B(a,r) sont non nuls. Mais W est
connexe, l'intersection W N S(a,r) est un ouvert de S(a,r) non vide aussi. Notons que u(z) = u(a)
pour z € S(a,r) \ W et u(xz) < u(a) pour z € W N S(a,r), alors fs(a’r) u < u(a). Contradiction.
Donc u est constant sur W. Dans ce cas, on a aussi

supu = limsup u(z).
Q Q32—00QU{co}

Contradiction. O

Proposition 2.2.2. Fonctions sous-harmoniques sont bornées supériecurement sur sous-ensemble
compact.

Démonstration. Siwu est sous-harmonique sur un ensemble compact K et n’est pas bornée supérieure-
ment. Alors, il existe un ensemble de points {z;} tels que u(z;) — +00 comme j — co. Mais K
est compact, alors il existe un sous-ensemble {z,,} tels que z,; — = € K et u(zy;) — +oo comme
n; — oo. Ce n’est pas possible car u est semi-continue supérieurement. O
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Proposition 2.2.3. Si Q est conneze et u € Sh(Q), alors soit u = —o0, soit u € L, ().

Démonstration. Soit W = {z € Q| [,,u < 00,V C Q owvert,z € V}. Alors, W est ouvert dans
Q) et u est finie presque partout sur W. Il suffit de montrer que I'adhérence de W dans 2 est W
lui-méme.

Si 2 € W un point, on pose que r = %d(m, OW). On peut choisir un point g € W tel que u(x) > —oo
et d(x,x9) < r. Par la définition,on a —oo < u(xo) < [g(wo,r), donc z € W.
Comme ) est connexe, W = € ou 2 = &. Dans le cas dernier, u = —oo par la propriété de

sous-moyenne. O

Définition 2.2.3. Une fonction u : Q — [—o0, +00) définie sur un ouvert Q C C" est dite d’étre
plurisousharmonique (psh pour faire bref) si

1) u est semi-continue supérieurement ;
2) Pour chaque droite complexe L C C", u|onr est sous-harmonique sur QN L.

L’ensemble de fonctions psh sur Q est noté par Psh(S).

Définition 2.2.4. Une fonction psh u € Psh(X) est dite d’avoir singularités analytiques si u peut
étre localement écrit comme

o
u=glog(Ail+- +[fn*) +v,

ot a« € Ry, v est une fonction localement bornée et les f; sont fonctions holomorphes. Si X est
algébrique, on dit que u a singularités algébriques si u peut étre écrit comme ci-dessus sur un ouvert
de Zariski assez petit, avec o € Q4 et f; algébriques.

Evidemment, chaque fonction u € Psh(u) est sous-harmonique.

Proposition 2.2.4. Pour toute suite décroissante de fonctions psh ui € Psh(S2), la limite u =
lim uy est psh sur €.

Démonstration. Comme {z|u(z) < a} = Uj{z|u;(x) < a}, alors u est semi-continue supérieurement.

Par le théoréme de convergence monotone, on a lim; f S(ar) Wi = f S(a,r) U Alors,

u(a) = limu;j(a) < lim/ uj = / u.
J JJS(a,r) S(a,r)

Donc u est psh. ]
Proposition 2.2.5. Soient uy,--- ,u, € Psh(Q2). Si x : RP — R est une fonction conveze telle
que X(t1,--- ,tp) est croissante en chaque t;, alors x(ui,--- ,up) est psh sur . En particulier,

up + -+ -+ up, max{uy,---,up} etlog(e™ + -+ e") sont psh sur Q.

Afin de terminer cette section, on donne un théoréme de Hérmander [H6r07] qui donne une relation
entre 'espace de fonctions psh et la topologie. En plus, il est utile dans la preuve du théoréme de
semi-continuité de Demailly-Kollar qui est I'un des théorémes principaux dans cette mémoire.



2.3. DOMAINE PESUDO-CONVEXE 25

Théoréme 2.2.6. Soit (u;) une suite de fonctions psh sur un ouvert convere Q C C", avec u; # 0.
On suppose que u; converge vers une fonctions psh w sur les compacts. Alors, la suite (u;) est
localement majorée sur tout compact de ). De plus, pour tout compact K C Q et toute fonction
feC(K), ona:

limsupsup |u; — f| < sup|u — f].
t—+o00 K K

2.3 Domaine pesudo-convexe

Dans ce paragraphe nous allons étudier une nouvelle classe d’ouvert de C™, les ouverts pseudo-
convexes, qui sont caractérisés par le fait que la fonction-logarithme de la distance au bord est
plurisousharmonique.

Théoréme 2.3.1. Si Q es un domaine d’holomorphie dans C™, alors
— log(dist(z, 0€2))

est une fonction plurisousharmonique continue.

On a des autres conditions équivalentes & la condition du Théoréme ci-dessus.

Définition 2.3.1. S5i Q est un ouvert de C™. Si K est un sous ensemble compact de €2, on définit
l’enveloppe psh-convexe de K relativement a € par

IA(S ={z€Q:u(z) <supu,Vu € PSH()}.
K

Puisque f € O(Q) implique |f| € PSH(2), il est clair que I?g C Ko.

Théoréme 2.3.2. Soit Q un ouvert de C™. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1) —logdist(z,0R) est plurisousharmonique continue dans €.

2) 1l existe une fonction u plurisousharmonique continue dans Q) telle que, pour tout ¢ € R,
Qe={2€Q:u(z) <c} ] cC.
3) Si K est un compact de €2, I?g ccC .

Définition 2.3.2. Un ouvert  de C™ est dit pseudoconveze si l'une des conditions équivalentes du
Théoreme [2.5.3 est vérifiée.

Définition 2.3.3. Une fonction ¢ continue définie sur un ouvert D de C™, a valeurs réelles est
une fonction d’exhaustion pour D si, pour tout ¢ € R, l'ensemble D. = {z € D : p(z) < ¢} est
relativement compact dans D.

Remarque 2.3.1. 1) Une fonction d’exhaustion ¢ vérifie p(z) — oo quand z s’approche du bord
de D.

2) Un domaine D est donc pseudoconvexe si et seulement s’il admet une fonction d’exhaustion
plurisousharmonique continue.

3) Un domaine d’holomorphe est pseudoconvexe.
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Nous allons maintenant donner une caractérisation des domaines pseudoconvexes & bord de classe

C2.

Théoréme 2.3.3. Soient Q un ouvert de C" & bord de classe C? et p une fonction de classe C?
valeurs réelles définie sur un voisinage Upq du bord de Q telle que Uso N = {z € Upq : p(z) < 0}
et dp(z) # 0 pour tout z € 9. Alors Q est pseudoconveze si et seulement si

L.(p)(w) >0  pour tout z € IQ et w € T

ot L (p)(w) =377 5 %(z)wju_)k est la forme de Levi de p au point z et T,(00Q) l’espace tangent
compleze {w € C" : 22:1 (%pj(z)wj =0}.

Définition 2.3.4. Soient Q un ouvert relativement compact de C™ & bord de classe C* et p une
fonction de classe C? & valeurs réelles définie sur un voisinage Upq du bord de €2 telle que Ugo N =
{z € Ugq : p(z) < 0} et dp(z) # 0 pour tout z € IN. On dira que Q est strictement pseudoconveze
st et seulement si

L.(p)(w) >0  pour tout z € 0N et w € T,(02) \ {0}.

Théoréme 2.3.4. Soit Q CC C" un ouvert a bord de classe C2, strictement pseudoconveze. Alors il
existe un voisinage Ug de Q et une fonction p : Ug — R strictement plurisousharmonique de classe
C? telle que dp(z) # 0 si z € 09

Q={zeUy:p(z) <0}

et
00 ={z € Ugy: p(z) =0}

2.4 Noyau de Bergman

Avant d’entrer dans les détail, on donne quelques résultats concernant les espaces de Bergman de
fonctions L? holomorphes définies sur un ouvert 2 de C".

Définition 2.4.1. Soient Q C C" un ouvert, ¢ une fonction psh sur Q. On note A%(£2, ) espace
des fonctions f holomorphes sur Q de poids L? fini, ¢’est-a-dire que fQ |f|2e=2¢dV,, < +o0, ot dV},
est la mesure de Lebesque sur C™.

Avant de montrer que A?(£2, ) est un espace de Hilbert, nous montrons un lemme suivant. Ce
lemme est simple, mais il est important dans cette section.

Lemme 2.4.1. Soit z € Q et 0 < r < d(z,00). Alors il existe une constante C, qui dépend
seulement que r telle que pour tout f € A%(Q,p), on a

[f(2)] < Gl S]]
ou [ fI* = Jq [fI?e™dVn.



2.4. NOYAU DE BERGMAN 27

Démonstration. Comme ¢ est localement bornée supérieurement, il existe une constante C telle que
C < —p. Donc

1

/ favi|?
On,r JB(z,r)
1

< Zem*dV,
o EZCo'n,r /B(z,r) |f| ‘

< CEIfI,

f) < |

oil 0, est le volume de la boule B(z,r) et C? = 6201 . O

On,r

D’apreés le lemme ci-dessus, on obtient un corollaire utile.

Corollaire 2.4.2. Soit K C € un sous-ensemble compact. Alors il existe une constante Cg qui
dépend que K telle que pour tout f € A%2(Q, ) et z € K, on a

If () < Cklf]-

Démonstration. Soit p = d(IK,00) et r = 5. D’aprés le lemme ci-dessus, pour tout z € K, on a
[f(2)| < Crlf]l- O
Le résultat suivant est la pierre angulaire de la théorie des espaces de Bergman.

Proposition 2.4.3. L’espace A%(), @) est fermé dans L?(Q2,e=29dV,,), ce qui lui confére une struc-

ture d’espace de Hilbert.

Démonstration. On choisit une suite de Cauchy (fy) dans A?(€2,¢). Soit K C Q compact. Alors il
existe une constante Ck telle que

fi(2) = fi(2)| < Ckllfi = fill < Che,

pour tout z € K et i,j assez grand. Donc (f) converge uniformément sur tout compact vers f
holomorphe. Par le lemme de Fatou,

/ liminf | f; — f;[*e™*#dV,, < lim inf / |fi = filPe™0dV, = lim || f; — 3.
Q Jj—oo j—oo  Jo j—o0
Alors si i est assez grand, [, |f; — f|?¢”?#dV},, < e. Donc (f;) converge vers f pour la norme L?. On
choisit ¢ tel que || f; — f|| < 1, alors
71 1= £+ 150 < 1+ 15 < +oc.
Donc f € A%(£2, ) et A%(, ) est un espace de Hilbert. O

Proposition 2.4.4. Soit (1)) une base hilbertienne de A%(Q,p). Soit K C Q compact. Alors il
existe une constante Mg telle que pour tout N > 0 et z € K, on a

N
D lvk]? < M.
k=1
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Démonstration. Pour z € K fixé, soit f.(() = fo:l Yr(O)Yr(z). Alors

N [
12 = /Q IS Gr(Q(e) e 22av,,
k=1
A

k

N

¢k<c>wk<z>) (Zwowu)) 2av,
/=1

k=1

I
WE

Te)e(2) /Q GO BQe 2V,

~
Il

1

().

I
WE

e
Il

1

Donc f, € A%(, ). D’aprés le lemme précédent, pour tout z € K, on a

|f2(2)] < M| £,

c’est-a-dire que
N 2 N
(Z |¢k(Z)|2> = |K.(2)]” < ME|FIP = ME " [en(2)
k=1 k=1
Donc Zi\;l [k (2)]* < M ot My := M. O

D’aprés la section précédente, A?(€2, ) est un espace de Hilbert. En plus, pour z € €, I'application

ev,: A%(Q,p) — C
f=f(2)

est un opérateur linéaire continue. Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe une fonction
K, € A%(Q, ) telle que

h(z) = /Q WOR-Qe 2%av,

Définition 2.4.2. La fonction K, est le noyau de Bergman de 'espace A%(S), @) en point z. La
fonction K(z) := K,(z) est le noyau de Bergman en diagonale.

Il y a une autre facon de définir le noyau de Bergman. Soit () une base hilbertienne de A?(£2, ).

Proposition 2.4.5. Avec hypothése ci-dessus,
Ko(¢) =) ilQ)s(2)
.3

et

K(2) = 3oy
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Démonstration. D’abord, on montre que pour tout N > 0, on a

N

Do) < K(2).

j=1

Soit h = Z;\le ajh; avec Z;\le laj| < 1. Alors ||h|| < 1. Donc

|h(z)| = |/Qh(C)Kz(C)€2“Dan\2 < PIPNECIP < KPP = K ().
Ce qui conclut la preuve. O

Le théoréme suivant donnera la relation des noyaux de Bergman de deux domaines qui sont biholo-
morphes.

Théoréme 2.4.6. Soient 21,9 C C" deux domaines bornés, f : 1 — Qo un biholomorphisme.
On note K1(z,n)(resp. K2(w,&)) le noyau de Bergman de Q1 (resp. Q). Alors

Ki(z,m) = Ka(w, &) det f'(z)det f'(n),
onw = f(2) et &= f(n).

2.5 Variétés de Stein

Dans cette section, nous rappelons la théorie de variétés de Stein. Dans tout le paragraphe X
désignera une variété complexe de dimension n.

Définition 2.5.1. Pour tout compact K de X, on définit

Kx ={w € X+ |f()] < max|f(2)].¥/ € (X, 0x)}.

L’ensemble IA(X est appelé l’enveloppe holomorphiquement convexe de K dans X. S1 K = I?X, alors
K est dit Ox-conveze.

Définition 2.5.2. Une variété complexe X est holomorphiquement convexe si pour tout compact K
de X, Kx est compact.

Définition 2.5.3. Une variété complexe X de dimension n est une variété de Stein si

1) X est holomorphiquement convere,

2) Pour toute paire de points distincts © # y dans X, il existe une fonction holomorphe f €
D(X,0x) telle que f(z) # f(y).

3) Pour tout point x € X, il existe des fonctions fy,---, fn € T'(X,Ox), telles que dont les dif-
férentielles df; sont C-indépendantes en x.

Une caractérisation importante de variétés de Stein est que elles peuvent étre prolongé dans les
espaces affines. Plus précisément,
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Proposition 2.5.1. Toute variété de Stein est biholomorphiquement équivalente a une sous-variété
complexe d’un certain C™.

Exemple 2.5.1. 1) Un ouvert de C" est de Stein si et seulement si il est une domaine d’holomor-
phie.

2) Une variété ne contient pas des sous-variétés complexes compactes de dimension positive.

3) Si X,Y sont de Stein, alors X x Y est de Stein.

4) Toute sous-variété fermée d’une variété de Stein est une variété de Stein. En particulier toute
sous-variété fermée de C" est de Stein.

5) Toute surface ouverte de Riemann est une variété de Stein.

6) Si £ — X est un fibré holomorphe ci-dessus au X une variété de Stein, alors E est une variété
de Stein.

C’est un fait fondamental que les variétés de Stein sont caractérisé par plurisousharmonicité. La
plus effective maniére de montrer que une variété complexe est de Stein est de donner une fonction
d’exhaustion strictement psh.

Théoréme 2.5.2. Une variété complexe X est de Stein si et seulement si X admet une fonction
d’ethaustion ¢ strictement psh de classe C?. Pour tout a € R, les ensembles {x € X : p(x) < a}
sont alors Ox -conveze.

Les théorémes A et B de Henri Cartan sont trés importants en géométrie analytique et algébrique.

Théoréme 2.5.3 (H. Cartan). Pour tout faisceau analytique cohérent F sur un espace variété
(X,0x), on a

1) Le germe Fy est engendré comme un Ox gz-module par les sections globales de F,
2) HP(X,F) =0 pour tout p > 1.

Maintenant nous donnerons des applications du théoréme A et B.

Corollaire 2.5.4 (Théoréme d’extension de H. Cartan). Toute fonction holomorphe sur une variété
fermée Y d’une variété de Stein X se prolonge en une fonction holomorphe sur X.

Démonstration. Considérons la suite courte 0 — Zy — Ox — Oy — 0. Notons que H'! (X,Zy) =0,
car Zy est cohérent par le théoréme d’Oka. Donc I'application I'(X, Ox) — I'(Y, Oy ) est surjective.
O

Corollaire 2.5.5 (Théoréme de division de H. Cartan). Soit F un faisceau cohérent sur une variété
de Stein X. Si f1,---, f € F(X) engendre tout germe F,, alors tout f € I'(X, Ox) est de la forme

[= Z?:l gjf; pour des g; € I'(X, Ox).

Théoréme 2.5.6. Soit X une variété de Stein. Alors le groupe de cohomologie de Dolbeault

s’annule pour tout p > 0 et ¢ > 1.
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Démonstration. Le faisceau Q0P de p-formes holomorphes sur X admet une résolution
0— QP — APY 5 APL 5 AP2 5 ..o AP 0.

Comme les faisceaux AP de ((p, ¢))-formes lisses sur X sont des faisceaux fins, donc les cohomologies
s’annulent. Donc H g’q(X ) = HI(X, QP). Comme 2 est un faisceau analytique cohérent, ces groupes
sont zéro. O

Dans le lemme suivant, nous allons montrer un résultat d’approximation pour fonctions holomorphes
sur variétés de Stein.

Lemme 2.5.7. Soit X une variété de Stein. Soit p une fonction strictement psh de classe C*>° sur
X. Posons
Q:={ze X :p(z) <0}

et supposons que dp # 0 sur 0. Soient dV une forme volume sur X et f une fonction holomorphe
sur § telle que

/ |f|?dV < oo.
Q

Alors il existe une suite de fonctions holomorphes f; sur X telle que

. 2 _
tim [ 1f = gfav —o.

Avant de clore cette section, on donne un théoréme fondamental pour variétés de Stein.

Théoréme 2.5.8. Soit X une variété de Stein et soit L — X un fibré en droites holomorphe. Alors
L posséde une section holomorphe globale non nulle.
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Chapitre 3

La Théorie L2

3.1 Théoréme de Hormander

Dans cette section, nous allons montrer le théoréme de Hormander de la résolution de la 0-équation
avec estimations L?. Au lieu d’utiliser les identités de Kihler et la formule de Kodaira-Nakano,
nous allons ici suivre la présentation de B. Berndtsson dans [MMI10] en utilisant la méthode de
00-Bochner-Kodaira introduit par Siu.

3.1.1 Analyse fonctionnelle

Soient Hi et Hy espaces de Hilbert. Les applications linéaires entre Hy et Ho sont dites opérateurs
linéaires ou opérateurs.

Remarque 3.1.1. 1) Dom(T) est le domaine de définition de 7.
2) T': Dom(T) — Ha n’est pas forcément continue.
3) Le graphe de T est donné par

I(T) :={(z,Tx) : x € Dom(T')} C H; X Hs.

Définition 3.1.1. Un opérateur T : Hi — Hoy est dit étre
1) densément défini si Dom(T) est un sous-espace dense de Hy,

2) fermé si le graphe T'(T) est un sous-espace fermé de Hy x Hj.

Maintenant, nous allons définir 'opérateur adjoint 7% : Hy — H; d’un opérateur densément défini
T : Hy — Hs. On commence en supposant que Dom(T™*) contient tous n € Hy tel que

Ly : &= (T€,n)2

est une fonctionnelle linéaire continue sur Dom(T"). Comme Dom(T') est dense dans Hj,il existe
une extension de L, sur H;. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe un élément
unique T*n de H;i tel que

(T&m2=(&T ", £ € Dom(T).

33
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Evidemment, T™ est linéaire.

Proposition 3.1.1. Soit T : Hy — Hs un opérateur densément défini et fermé entre espaces de
Hilbert. Alors T* : Ho — Hy est un opérateur densément défini et fermé.

Démonstration. Supposons que F': Hy x Hy — Hy X H1E| est donnée par

F(&m) = (=n,¢)-
Notons que (n,&) L F(T'(T)) si et seulement si

(z,8)1 = (Tx,m)2
pour tout z € Dom(T). Alors, on a

F(D(T)*) = F(D(T)" =T(T")
et T* est fermé. Maintenant supposons que n € Dom/(T™*). Alors,
(1,0) € D(T*)*" = F((T)**) = F(I(T)) = F(I(T)).

Donc n = T(0) = 0, c’est-a-dire T* est densément défini. O

Proposition 3.1.2. 57T est un opérateur fermé et densément défini, alors T** =T.

Démonstration. Supposons que G : Hy x Hy — Hy x Hy est donnée par

G(n, &) = (=&n).

D’aprés la proposition ci-dessus, 1™ est fermé et densément défini. En plus,

D(T*) = GI(T*))* = GF(T(T)))* =T(T)**+ = T(T) = I(T).
et donc T** =T. O

Maintenant, supposons que nous avons un opérateur fermé et densément défini T : Hy — Hs entre
espaces de Hilbert. Pour @ € Hs fixé, nous allons donner une condition qui garantit ’existence de
la résolution de I’équation T'u = «.. En plus, nous voudrai trouver une résolution u avec estimations
pour |u| par |a.

Lemme 3.1.3 (Lemme d’analyse fonctionelle). Soit T': Hy — Ha un opérateur fermé et densément
défini. Soit o € Ho, supposons qu’il existe une constante C > 0 telle que

e, B)o|* < C|IT*BI?
pour tout 5 € Dom(T™). Alors il existe u € Hy tel que

Tu=a et ||Jul?><C.

1. Hy x Hs devient un espace de Hilbert en definissant ((x,v), (z’,v")) = (z,z')1 + (y,y)=.
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Démonstration. Considérons ’application antilinéaire

L(T"B) = (a; B)2.

Par 'hypothese, si T%(8) = 0, alors («, )2 = 0 et L est bien définie. En plus, L est continue sur le
sous-espace Im(7™) C Hj. Par le théoréme de Hahn-Banach, L peut se prolonger une fonctionnelle
antilinéaire sur Hy. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe u € H; telle que

Lv = (u,v); and |ul* < C.

Alors, on a
<U,T*ﬁ>1 == <a7/8>2
pour tout 5 € Dom(T*). Comme T** =T et Dom(T™) est dense, on a Tu = a. O

3.1.2 Opérateurs différentielles

Soient X une variété complexe et L — X un fibré en droites holomorphe avec une métrique e*. Soit
@ une (p, q)-forme a valeur dans L. Localement, on peut écrire

=€ @dz" NdZ.

Supposons que g = (gl;) est une métrique sur X et (¢g") est 'inverse de g. Alors, la quantité

<80, w>k g = @[jrmeikgilkl e gipszgeljl e gfqu
est indépendante au choix de coordonnées locales et trivialisations locales de H

Remarque 3.1.2. Par la suite, nous allons utiliser les notions

g’ = gt gldta gnd T = VKLY gt
Dans ce cas, on a {p, 1)) = ‘Plfﬁeik'

Définition 3.1.2. Soit dV une forme volume de X.
1) Pour ¢, € APY(L) a support compact, on définit le produit scalaire

() = (. W)igay = [ (o hgaV.
Alors, lespace de (p, q)-formes lisses a support compact & valeur dans L est un espace préhilber-
tien, noté par ALY(L).

2) On pose L2 (k,g,dV) la complétion de AZ?(L). Alors L2 (k,g,dV) est un espace de Hilbert
muni du produit scalaire (-,-)g.gdv-

. wy ey g Lo
8) Si la forme volume est dV,, := —% ot wy est la forme Kdihlérienne de g, alors on écrira

Lz,q(kaga de) = LZ,q(kv g)
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Définition 3.1.3. Soit T : L§7q(k,g,dV) — Lg, q,(k’,g’,dV’) un opérateur densément défini dont
le domaine contient le sous-espace ALY(L). L’adjoint formel de T est un opérateur

T*: L% (K. g ,dV') = L (k,g,dV)

VETifié
(T, 9) = (p, T")
pour tout ¢ € ALY(L) et o € ALYL).

Remarque 3.1.3. Comme A2Y(L) est dense dans szq(k, g,dV), alors I'adjoint formel est unique.
Soient ¢ = ¢; ® e; et Y = ¥; ® e;. Alors on définit
N @Ee_k =i A &ie_ki.

Notons que
i = gije; et loglgij|* = ki — kj,
donc ¢ A1pe™* est bien définie.

Lemme 3.1.4. Soit ¢ € I'(A™(L)) une (n,q)-forme. Alors il existe une unique (n — q,0)-forme
v, telle que

<90a ¢>k,ngw = Cn—qp N ,7¢e—k7
pour tout p € T'(A™I(L)) et cp—q = j(n—a)*

Remarque 3.1.4. Une autre formule utile pour 7, est 1 = vy A wy.

Comme L est un fibré holomorphe, on peut aussi définir le 9-opérateur pour les sections de L : soit
Y = @; ® e;, alors
dp = Op;i ® e

En particulier, O : Liq(k,g, dVy) — L,Qwﬂ(k, g,dV,,) est densément déﬁniﬂ
L’adjoint formel 0* de O doit vérifier

/(3@7¢>k,ngw = /(go, 0*)dV,

pour tout ¢ € I'(A™? (L)) a support compact.

D’apreés le lemme ci-dessus,
/<580’ w>k,ngw = Cn—q / 5@ A ’_}/we_k.

Maintenant, on définit un opérateur différentiel de degré (1,0) sur les formes & valeur dans L par

S = eMd(e Fp;) @ e

2. Si k, g et dV,, sont claires, nous allons utiliser L ,(X, L, k) au lieu de L? ,(k, g,dV.,).
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Proposition 3.1.5. § est bien défini et vérifie
A Ap)e ™ =dp Ape ™ + (=1)48%p A §ipeF.
Démonstration. 11 suffit de montrer I'identité dans la proposition, car 0 est bien défini.

A Nbe™ ) = Dp Ape™ + (=1)18 9o A D(Pe ")
= D Ape™F 4 (=1)48%p A GipeF,

Remarque 3.1.5. On peut aussi montrer que § est bien défini directement.

" d(e M) @ e; = (—Okipi + 0p;) ® e;

ij
= (=0kjpj + 01)gij @ ¢

09i;
= ((—0k; — f)%% + 09ij05 + 9ij005) © €;

Proposition 3.1.6. Soit D la connexion de Chern sur L. Alors
D=4§+0.

En particulier,

D? =60 + 35 = —30k = c(k).
Par le théoréme de Stokes et la proposition ci-dessus, on a
Cn—gq / O AJgpe ™ = cpy / (o AFpe™) + cpog(—1)"T / @ A ygpe "t
= cn_q(—l)”+q/<p A dyge "

car Ju = 0 pour une (n,n — 1)-forme u. En plus,

/<907 5*¢>de = Cn—q+1 /(P A 75*¢6_k
Comme ¢p,—g41 = i(—1)""9c,—q, on obtient le théoréme suivant.
Théoréme 3.1.7. 5., = i07y.
Remarque 3.1.6. Soit o € I'(A™4(L)). On définit
To == cn—gVa N Ya N wq_le_k,

ol Ccp_q = i(m=0? est une constante unimodulaire telle que T, > 0.

Avant donner l'identité basique pour I’adjoint formel 9*, on montre un lemme.
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Lemme 3.1.8. Soit ¢ € T(A"%Y(L)). Alors
icn—q(=1)"" 1T AP Awg—1 = (917 — [[¥ A wgl?)dVe.

Démonstration. Pour un point x fixé, on peut choisir une base orthonormale {dz;} de T% en x.
Ecrions
=Y vrdzs A dz.
Alors, on a
ien—g(=1)" T W AP Awg1 =Y Yt pdVi.
kiJ
D’ailleurs, on a

[ Awl® =" Ykt

keJ
Donc on obtient l'identité dans le lemme. O

Proposition 3.1.9. Soit a € T(A™4(L)). Si w est Kdhlérienne, on obtient
i00T, = (—2Re(00*a, ) + ||07all? + 0% all® — |0a||*)dV,, + ic(k) A Ty,

et, st a est a support compact,
[ty ntus [1avalPav = [ 16+ 5l

Démonstration. Notons que w est Kéhlérienne, donc
dw = 0w = 0w = 0 et Iy A wy = Oav.
Alors,
i00T,, = icn_qf)(é('ya Ao A wq_lefk))
= icn,qa(éfya AFa N wq,16_k +(=1)" vy AdYa A wq,le_k)
= icpn—q(607a A Ja A wq_lefk + (=) 9y, A 07y A wq_le*k
+ (=1 96y4 A 6y A wq,le_k + Yo A O8v4 A wq,le_k)
= icp—q((c(k) — 90) Yo A o A wq_le_k + (—1)”_q+15'ya A 0o N wq_le_k
+ (=164 A 6y A wq_lefk + Yo A 069 A wq_le*k)

=ic(k) ATy + icn—q(i0V5eq A Fa A wg—1 + (=1)"" 119y A 04 A Wq—1
k

(

+ (=190 A 0Ya A W1 + 1% A OYgeg A wg—1)e”

ic(k) A T +icn—q(i00%a Ao + (=1)" "1 0y A 0Fa A wy—
(
(
(

+ (=1)" 970 A 0Va Awg—1 + Ya A 55*a)e_k
= ic(k) A Ty — 2Re(00*a, a)dV, + icn—q((=1)"" 1074 A 07 A wg—1

+ (1) 9y A 0y Awy_1)e "k
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Ici on utilise I'identité 60 + 9§ = c(k). En plus,

in—q(—1)" 9070 A 0a Awg—1e™F = icn_o(—1)" Y500 ATGra A wWg_1€6 "
= icn_o(—1)"I0* a A Fgige "
= Cpgr10*a ATGge "

= ||0*a||?dV,
D’ailleurs, par le lemme ci-dessus, on a
ien—q(=1)"" 71070 A Do Awg-1 = ([07al* = 11070 Awql*)dVe,
= (107all* = 10a]|*)dV,

Alors on obtient I'identité dans la proposition. Si « est a support compact, on a

/(88*04,&>de :/||8*a\|2.

D’apres le théoreme de Stokes, [ i00T,, = 0. Donc

[T+ [1001Pave = [ 1dalf + &l
O
Corollaire 3.1.10. Supposons que la courbure de la métrique k est strictement positive telle que
ic(k) > cw

pour certaine constante positive c. Alors
e [ Naldvi+ [ 1072V, < [ 130l + 0%l

Démonstration. Comme ic(k) > cw, on a

ic(k) NTy > Ty Nw = qccn—qYa N Ja A wqe_k = quaHZde.

3.1.3 Théoréme d’existence

Dans cette section, nous allons montrer le théoréme d’existence pour la 0-équation pour fibrés en
droite positifs sur variétés kihlériennes complétes.

Définition 3.1.4. Une variété complexe X muni d’une métrique hermitienne est compléte s’il existe
une fonction propre
X : X — [0,00)
vérifié
ldx| < C.
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Théoréme 3.1.11. Soit L un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique ¢ sur une variété
complexe X qui posséde une métrique kahlérienne compléte. Supposons que la métriqgue ¢ a une
courbure strictement positive et

ic(@) > cw

ot c(¢) = 00¢ est la courbure de ¢ et w est la forme kihlérienne sur X .
Soit f € A™(L)(q > 0) vérifi¢ f = 0. Alors il existe u € A™9~(L) telle que
ou=f
et
2 1 2
[[ul* < —IIfII%,
qc

lorsque la quantité du coté droite est finie.

Considérons les deux espaces de Hilbert
Hy=12, (X, Lk)
et
Hy =L} (X,L,k)

de formes & valeur dans L. Alors T :_5 : Hi — Hs est un opérateur fermé et den§ément d(iﬁni. En
plus, soient H3 = L%’qH(X,L, k) et ' : Hy — Hs. C'est claire que 'image Im(9) C ker &. Donc

0 : Hy — kerd’ = kerd’ est un opérateur entre espaces de Hilbert. D’aprés le lemme d’analyse
fonctionnelle, pour montrer le théoréme d’existence, il suffit de montrer ’'inégalité suivante.

cqllal® < | T a?

pour tout a € ker &' N Dom(T™*). On a déja montré cette inégalité pour les formes lisses a supports
compacts. D’abord, on suppose que la métrique w est compléte. Dans ce cas, le théoréme est un
corollaire direct du lemme suivant.

Lemme 3.1.12 (|[Deml12b|, Théoréme 3.2). Soit (X,g) une variété compléte, et E un fibré vec-
toriel hermitien sur X muni d’une connexion D. Si § est ladjoint formel de D, alors [’es-
pace A(X,AN*T% @ E) des sections C* a support compact est dense dans Dom(D), Dom(6) et
Dom(D) N Dom(d) respectivement pour les normes des graphes :

w e flull +[[Dull, w e full + [[6ull, w = fluf] + | Dul] + [[du].

Pour le cas général, on suppose qu’il y a une métrique kihlérienne compléte w’ sur X. Pour simplifier,
on aussi suppose que la métrique est de la forme

W' =00

ol 1 est une fonction psh strictement. Soit

/

+(JJ
W = W —_—.
K k



3.2. COURBURE DE FIBRES VECTRIELS ASSOCIES A FIBRATIONS HOLOMORPHES 41

Toutes les métriques wj, sont complétes, et si

Kk =K+ ¢+,

k

alors ic(ky) > cwy. Par le cas précédent, il y a une résolution o, de Oy = f telle que

calleli < 1%
ou || - ||k est la norme associée a la métrique wy, sur X et ky sur L.

Lemme 3.1.13. Soit w; < wy deux formes kdihlériennes. Soit || - |12 les normes correspondantes.
Alors si f est une (n, q)-forme,
2 2
[fl12dVi, < [[fIIdVe,-

D’apreés le lemme ci-dessus, on obtient

1F1% < A1,

donc si la quantité a droit est finie, on a une borne uniforme pour toutes les normes associées a
wk. Donc {ug} est une famille normale, en extrayant une sous-suite convergeant faiblement sur les
compact, on conclut la preuve.

3.2 Courbure de fibrés vectriels associés a fibrations holomorphes

Considérons un domaine D = U x Q) dans C™ x C" et une fonction psh ¢ sur D. Nous supposons que
¢ est lisse au voisinage de 'adhérence de D et strictement psh sur D. Alors ¢!(+) := ¢(t,-) est une
fonction psh sur 2 pour chaque t € U. A? est noté les espaces de Bergman de fonction holomorphes

dans € avec norme
ot
Il = Il = [ e

Alors les espaces AZ sont égales comme espaces vectoriels. Le fibré vectoriel F' (de rang infini) sur
U a fibre F; = A? est un fibré trivial muni d’une métrique non triviale.

Théoréme 3.2.1. Le fibré hermitienne (F, || - ||¢) est strictement positif au sens de Nakano.

3.2.1 Courbure de fibrés vectoriels de dimension finie ou infinie

D’abord, nous rappelons quelque définitions de courbures de fibrés de rang fini ou infini.

Définition 3.2.1. Soient E, F deux espaces complexes de Hilbert, U un ouvert de E. on dira que
une application f : U — F est une application holomorphe sur U s’il vérifie 'une de conditions
sutvantes :

1) Pour tout a € U, il existe une application linéaire continue A € B(E, F) telle que

@) — f@ =A@ —allr

—a lz —alle
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2) Pour tout a € U, il existe une suite Y - o Pm(x — a) qui converge uniformément vers f sur
certaine boule B(a,r) C U.

3) f est continue et, pour tout a € U, b € E et X\ € F*, la fonction z — Ao f(a+ A\b) est holomorphe
au sens usuel sur Uouvert {z € C:a+ Xbe U}.

Comme le cas de dimension fini, maintenant on peut aussi définir les variétés complexe de dimension
infinie. En particulier, on peut considérer les fibrés vectoriels de dimension infinie sur une variété
complexe de dimension finie.

Définition 3.2.2. Soient E, X variétés complezes, p : E — X une application holomorphe. On dira
que E est un fibré holomorphe sur X, s’il existe une espace vectoriel E telle que pour tout r € X,
il existe un voisinage U, tel que p~*(Uy) est isomorphe a U, x E.

2

-ti(E) des formes bilinéaires continues

On considére I'espace vectoriel L
AMEXE—=C
qui sont antisymétriques. Alors on obtient un autre fibré vectoriel holomorphe L2 ;(E) — X.

Définition 3.2.3. Une métrique hermitienne de E est une section lisse h de L(zmti(E) qut est non
dégénérée sur chaque fibre E, et vérifie

ha(pier, Aeg) = pAhy(e1, €2)

pour tout © € X, e1,ex € By et u, A € C.

Soit (t1,--- ,t,) un systéme de coordonnées sur X. Alors la connexion de Chern Dy ; est donnée par
Ay, h(u,v) = h(Dy;u,v) + h(u, O, v),

ol u et v sont des sections locales lisses de E. La courbure de la connexion de Chern est une
(1,1)-forme d’opérateurs

0= Z Qjdt; A diy,
ou les coefficients €2, sont donnés par
Q]k — [Dtjagtk] .

Définition 3.2.4. Soit E — X un fibré vectoriel holomorphe sur une variété complexe X de di-
mension n.

1) E est dit positif au sens de Griffiths si pour tout x € X, on a

Z hm(iju, u)vjﬁk > 0,

pour tout 0 #u € E et 0 # v = (v1,--- ,v,) € C™.
2) E est dit positif au sens de Nakano si pour x € X, on a

> ha(Qpuy, ug) > 0,

pour tout n-uplet 0 # (uq,- -+ ,uy) avec u; € E.
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En prenant u; = uv;, on voit que la positivité de Nakano implique la positivité de Griffiths. Soient
E* le fibré dual de F au dessus de X, et D* la connexion de Chern sur E*. Si £ est une section
locale de E* et u est une section locale de E, on a

5tj <£7 U> = <5tj§7 U> + <£7 5tj U>,

et
atj <€7 U> = <DZ€7 U> =+ <€7 Dtju)‘
Donc

0= [0y, 0] (& u) = (L& u) + (& ),

ou * est la courbure de E*. En plus, il y a une isométrie antilinéaire naturelle J entre E et E*
telle que

(& u) = h(u, JE).
Si (&1, , &) est un n-uplet avec & € Ej et u; = J;, on donc obtient
D (&) = = > M Qkuk, ).
Alors, exactement, on a montré la proposition suivante.

Proposition 3.2.2. E est positif au sens de Griffiths si et seulement si E* est négatif au sens de
Griffiths.

On donnera la formule de Griffiths pour calculer la courbure de sous-fibré. Soient £ — X un fibré
vectoriel holomorphe au dessus de X, et ' — X un sous-fibré holomorphe de E. On note 7 la
projection orthogonale de E sur F, et m, la projection orthogonale de FE, sur F;- ponctuelle.

Théoréme 3.2.3. Soient u et v deux sections de F. Alors
h(Qﬁcu, v) = h(ﬂ'L(Dgu), ﬂ'L(DtEkvc)) + h(Qﬁ;u, v)
Démonstration. D’aprés la définition de connexion de Chern, on a
Df = rDF.
Par la définition de courbure, on a
Ol == |DF,8,| = =DEd,, - 8, 7DF

= 7TDtEj(§tk — W([;tthEj‘ — [5tk777] D{‘j
= ﬂﬂﬁ — [3tk,7r] Dg,

Si u est une section de F', on a [5tk,7r] u = 0. Donc

F E 5 E
Qjpu =T u — (O, 7] T D u.
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Puisque 7} = 0, ce qui implique que
[5tk,7rj| ﬂ-LDtEj = —WétkTFLDg.
De plus,si v est une autre section de F', on obtient

h([Oy,. 7] Dgu,v) = h([0y,, 7] m_Df_u, v)
= —h(étkﬂngu,v)
= h(ﬁLDg_u, Div)

= h(wLDgu, w1 Dy, v)

Ce qui conclut la preuve. O

3.2.2 Positivité de fibrations holomorphes

Nous allons montrer le théoréme d’aprés Berndtsson [Ber09]. Nous fixions les notations : j, k
pour les indexes de variables ¢, et A, ;4 pour les indices de variables z.

Démonstration du théoréme[3.2.1. Nous posons FE le fibré vectoriel au dessus de X a E; :=
L?(9, e‘wt), c’est-a-dire que

E; := {f est une fonction sur € : / |f|2ef2¢t < 00}
Q

Alors le fibré F' est un sous-fibré de E. En plus, d’aprés la définition de connexions de Chern, on
obtient
E
Dtj — atj - ¢]7

ot ¢; est définie comme 0, ¢t. Alors
Qjru = [Dg,étk] U = Qﬁjku,

oll ¢, est définie comme 0, 5tk¢.7Soient (w1, -+, Um) un m-uplet, et w =7 (> ¢ju;). Pour ¢ fixé,
w est la solution minimale de la 0,-équation :

ow = Z ujd)j;\d,?)\.

D’aprés estimation L? de Hérmander avec poids (voir [Dem82], Théoréme 5.1), la solution minimale
w de I'équation Ov = f5dz) vérifie

/ e < / BV Fae .
Q Q

otl (1)) est la matrice adjointe de (w)\ﬂ)_l. Dans notre cas, ¢a veut dire que

ot = — ot
/Qlwl26 2 < /QZW“%;W%—LUW 20
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D’apres la formule de Griffiths dans la derniére section, on obtient

S @) = [ 7| 65— 3060500 | wyme
ik

Jk Af
Il suffit de montrer que
Diji := | b5 — Z (b/\ﬂ(bjf\&kﬂ
)‘Ha

est définie positive pour z fixé (rappelons que t est aussi fixé). Nous tendons un changement linéaire
de variables en ¢t pour se ramener au cas u = (ug, - ,Uy) = (1,0,---,0). Maintenant nous voyons
¢ comme une fonction sur

{(t1, 21, ,20) EC"L 2 (t,2) € D =U x Q pour (tg, - ,t,) fixé}.
Alors la (1,1)-forme ® = i0d¢ peut s’écrire comme
® = &y +ia Adty +idty ANa+ P,

ou @17 est une (1, 1)-forme en t1, a est une (1,0)-forme en z et @ est une (1,1)-forme en z. Alors

(I)nJrl

By = ( =0 AD) —daANaAD,_| Nidty Adiy.

n+1)!
En fait,
Pof Ptim Ot
@, 41 = det I v
¢zn,fl ¢Z'n721 T ¢Zn2n
ou dV = idty ANdty Aidzy AdZi A - -+ Addz, A dZ, est une forme volume sur C*+1. En plus,
(I)l,l A @;n = (btl,fl det (QSZ)HE}L) dv
et

i A& AD, y Nidty Adby =Y dag, G, ()M MypdV
A

= det(¢z,,5,) D by, # NV

A

= det(¢z,2,) Y _ by, 50450 AV

A

ot My, est le mineur de la matrice (¢, z,). Puisque ¢ est une fonction strictement psh sur un
domaine de C"*1, alors ®,,11 > 0 et ® > 0. Donc

Dy =5, — Z ¢Aﬂ¢t1,5\¢;tl7ﬂ >0,

A p
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c’est-a-dire que

Z Djkujﬂk = Dq1 > 0.
Jik

Alors ij(Qﬂuj, ug) est positif, ce qui implique que F est positif au sens de Nakano. O

Avant de clore cette section, on donne un caractérisation de fibrés qui sont positifs au sens de
Griffiths. Nous 'utiliserons plus tard dans la démonstration du théoréme d’Ohsawa-Takegoshi.

Proposition 3.2.4. Un fibré E est (strictement) négatif au sens de Griffiths si et seulement si
log ||u||? est (strictement) psh pour tout section holomorphe non nul u de E.

3.3 Théoréme d’extension L? d’Ohsawa-Takegoshi

Le théoréme d’extension d’Ohsawa-Takegoshi est 'un des plus beaux et importants théoréme en
géométrie complexe actuelle, comme suffisent & montrer les innombrables conséquences (théoréme
d’approximation de Demailly, théoréme de restriction et de sous-additivité des idéaux multiplica-
teurs, ou méme encore le théoréme d’invariance des plurigenres!)

La démonstration originale de ce théoréme par Ohsawa-Takegoshi [OT87] était trop compliquée. En
2011, Chen [Chell] a donné une preuve courte en utilisant l’estimation de Hérmander directement.
Dans cette section, nous allons donner une preuve récent issue de article [BL14].

3.3.1 Conjecture de Suita

Dans cette section on donnera les détails de la preuve de la conjecture de Suita, issue de Z. Blocki.
Cette méthode peut étre développée pour démontrer le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi.

Soit D un domaine borné dans C contenant l'origine. Soit K (z) le noyau de Bergman en diagonale
de A?(D). Supposons que G(z) est la fonction de Green de D qui posséde un pole en 0. Alors

G(2) = log 2|2 — h(z)

ol h est une fonction sousharmonique telle que G = 0 sur dD. Alors h(0) := ¢p est la fonction de
Robin en 0.

Théoréme 3.3.1 (Conjecture de Suita). Avec [’hypothése ci-dessus,

e ¢p

K(0) >

™

Démonstration. Pour t < 0, on pose
Dy ={z€D:G(z) <t}
Soit K; le noyau de Bergman (en diagonale) de D;. Comme

D :={(r,2) : G(z) — Rer < 0}
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est un domaine pseudoconvexe dans C2, la fonction log K;(0) est une fonction convexe en t. Pour
t << 0,o0n a |h(z) —cp| < € sur Dy. Alors, si on note A, est le disque de centre 0 et de rayon r,
alors

Ay, C Dy C Ay

. tio t . e
sirg=e2TP ¢ et 7 = e2T°PTE, D’aprés la monotonicité des noyaux de Bergman, on a

e_t_CD

Kt(O) ~ .

quand t tend vers —oo. Donc
k(t) :==log K¢+(0) +t

est en particulier bornée supérieurement quand ¢ tend vers —oo. Comme k est convexe, k est
croissante sur (—oo,t]. Alors k(0) > tlim k(t), c’est-a-dire que
——00

e °cp

Ky(0) >

™

Ce qui conclut la preuve. O

3.3.2 Théoréme d’extension L? d’Ohsawa-Takegoshi
Soit D un domaine pseudoconvexe dans C™. V est définie par
V=Dn{zp_pt1 ==z, =0}

En plus, on suppose que la fonction psh
1
G(z) = §1Og(|zn_k+1|2 + - |zl?)

est négative sur D, c’est-a-dire que |z,_p11]? + -+ + |2n|? < 1 sur D.

Théoréme 3.3.2 (Ohsawa-Takegoshi). Avec Uhypothése ci-dessus, soit f une fonction dans A%(V).
Alors il existe une fonction F dans A%(D) telle que F|y = f et

/ Fl2e < g / P2,
D Vv

ot oy, est la volume de la boule unitaire dans CF.

Remarque 3.3.1. On peut se ramener au cas ol {2 est un domaine strictement pseudoconvexe et
borné a borne de classe C'°, ¢ est une fonction lisse et strictement psh au voisinage de I’adhérence
D.

En fait, comme D est pseudoconvexe, alors D posseéde une suite exhaustive D = UD; ot D; est un
domaine strictement pseudoconvexe & borne de classe C* qui est relativement compact et vérifie
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Dj - D;’ 11- En plus, sur chaque {2;, il existe une fonction ¢; strictement psh de classe C* au

voisinage de I'adhérence de Q; telle que ¢; | ¢.

Pour chaque j, il existe une fonction holomorphe Fj sur €2; telle que Fj = f sur Q; NV et

/Q FjPPe% < o / F2e < o /V 22,

; Q,NV

Notons que {Fj : j > k + 1} est une famille normale sur €, donc on peut extraire une sous-suite
{Fj, } uniformément convergents sur les parties compactes de 2. Alors la limite ' de {F}, } est une
fonction holomorphe sur 2. En plus, d’aprés le lemme de Fatou, on a

/ |F|2e2¢ < Iiminf/ xq;, |Fj, [2e™ 2% < ak/ | f|2e™2¢
QO k—oo  Jo Tk v
ol xq;, est la fonction caractéristique de €2, .

En suite, on va toujours supposer que {2 est un domaine borné et strictement pseudoconvexe a
borne lisse, ¢ est une fonction strictement psh et lisse au voisinage de 'adhérence de D, et V peut
s’étendre au voisinage de 'adhérence de D.

Notons que D est de Stein, alors il existe (a priori) une fonction holomorphe F' sur D telle que
F|y = f. En replagant D par un sous-domaine relativement compact, on peut aussi supposer qu’il
existe une fonction holomorphe F dans A?(D) telle que F|y = f.

Avant d’entrer les détails, on expliquera un peu analyse fonctionnelle. D’abord, notons que ’appli-
cation naturelle

T F(D, OD)/F<D,I\/> — F(V, Ov)

est un isomorphisme par le théoréme d’extension de H. Cartan [2.5.4] Maintenant on obtient deux
normes sur (sous-espaces de) I'(V, Oy) via cet isomorphisme. La premiére norme est la norme L?

172 = /V 22,

La deuxiéme norme est la norme introduit par 'isomorphisme 7 et la norme L? sur A%(D)

2 _ . 2 26 _ . 2
= inf Fl“e = inf Fl%.
1o FeA?(D),Flv—f/D | FeA?(D),F\v:fH I

Maintenant on ne sais pas si ||f||o est bien définie pour f € A%(V). Soit
(V)= A2(D)NT(D,Iy).
Alors r(A%(D)/I*(V)) est un sous-espace fermé de I'(V, Oy ) et || - ||o est définie sur

H =r(A%(D)/I*(V)) N A%(V).

On rappel une notation en analyse fonctionnelle. Si ' est un espace de Banach et A est une partie
de E, on définit annulateur A+ de A dans E* comme le sous-espace des formes qui s’annulent sur
A

At = {Ne E*:Vz e A \z)=0}.
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En remplacant D par un sous-domaine relativement compact, nous poussons supposer que f se
prolonge (a priori) en une fonction F' € A%(D).

Lemme 3.3.3. Avec I’hypothése ci-dessus,

A(F
7l = sup 2L
rerzvys A

ot ||\|| est la norme de X dans l’espace A%(D)*.
Soient g € C°(V), H € A%(D) et h = H|y. On définit
Ag(H) = / hge 2* YH € A%(D).
1%

Notons que le sous-espace {)\, : g € C°(V)} est dense dans I%(V)*. Evidemment, on peut aussi
voir Ay comme une application linéaire continue sur A%(V'). Comme A?(V') est un espace de Hilbert,
alors il existe une fonction holomorphe g € A%(V) telle que

Ag(h) = /V hge 2? Vh € A%(V).

Donc

o= sup PEN_ (o DI I lIvigly.

rerrv)yt A gec=y Xl T gecsevy Gl

Remarque 3.3.2. ||\;|| est la norme de A, dans A%(D)*, pas dans A%(V)*.

Soit Dy = {z € D : G(z) < t} pour t < 0. Posons
Y(T,z) ;== max(G(z) — Rer,0).
Pour p > 0, posons
A2 (D) = {H € T(D.OD)) s [}, = [ e i),
Lemme 3.3.4. Comme espaces vectoriels,

A%’P(D) - Ag,p(D) = A*(D),vt < 0.

Démonstration. Evidemment, on a A%(D) C A?yp(D), car e P¥(t) < 1.

Réciproquement, soit H € Aﬁp(D). Alors,
/ |H|?e 20eP¥(t) = |H|26_2¢+/ |H|?e 20 P(G—1)
X Dy D\D;

> |H|?e2? -l—/ |H|?e™20eP!
Dt D Dt

Zept/ |H‘26_2¢
D

Ce qui conclut la preuve. O
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D’apres la démonstration ci-dessus, Ay est aussi une application continue sur Afvp(D). Posons
Poller = IAolaz, (o

D’aprés le théoréme log || Agll7, est une fonction convexe en ¢ pour p fixé.

Lemme 3.3.5. Pour p fizé, on a
IAglI7 e = O(1), = —c0.
Alors log || Ag||?, + kt est une fonction croissante. En particulier,

2 _ 2 o 2kt
Ml = 1A, > Tim [[A]Z,e

Démonstration. Soient H € A7 (D) et h = H|y. D’aprés la définition, on a

()7 =1 [ hge P < [ge [ pppe
14 \% VNsupp(g)

Notons que | H|? est une fonction sousharmonique sur D et ¢ est bornée sur D. Donc, par la propriété
de sous-moyenne de fonctions sousharmoniques, on obtient

1
/ hPe2 < ] / HPe 2 < O H2,
VNsupp(g) €70k JD, ’

pour € > 0 et t << 0. Donc

-k
HAgHZp < Ce !

quand t tend vers —oo. Cela implique que la fonction
() =log||Agl7,, + kt

est bornée supérieurement quand ¢ tend vers 0. Alors la convexité de f implique f est croissante. [

Soit H une fonction holomorphe au voisinage de V N D, et h = H|y . Le lemme ci-dessous implique
que e ¥/2||n||y; est dominée par la norme | H||42(p,) en t = —oo.

Lemme 3.3.6. Soit x une fonction continue sur D. Alors,

limsupe_kt/ Xgak/ X-
t——o0 Dy \%

Démonstration. 11 suffit montrer que

limsupe_kt/ Xgak/ X+
t——o0 Dt \%4

pour tout § > 0. Donnée € > 0, quand ¢ tend vers 0, on a

e [ RETRCED [ a+a=a [ ac+o.

On prend € assez petit et ce qui conclut la preuve. O
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Avant de montrer le dernier lemme, noua avons besoin d’une estimation technique.

Lemme 3.3.7. Soit v(t) une fonction non négative et croissante en t < 0. Supposons que v(t) <
CeFt. Alors pour p > k, on a

0
1
lim inf e_kt/ e Py (s) < C'ki
t——00 . p—k

Démonstration. Soit o
ft) = e_kt/ e dy(s).
t

Il suffit de montrer que

0 k+1
/ Flb)dt < Tci
o y

pour T assez grand. En effet,

0 0 0
/ f(t)dt = / —kt =D dy(s)dt
=T T t

0
= / e s e(p_k)tdtdl/(s)
-7 -7

1 0
Cp—kJ.or

plk(—’“ Otk [ o)
(e [ a)

e " du(s)

ce qui conclut la preuve. O
Lemme 3.3.8. Pour tout 6 >0, on a
Jim e[ Agllz, = g1l
si p est assez gmndﬂ.
Démonstration. On rappel que V se prolonge une sous-varié¢té V'’ au voisinage de D et g est une

fonction holomorphe dans A?(V). D’aprés le lemme [2.5.7,donnée € > 0, il existe une fonction
holomorphe g sur V' telle que
/ G—glPe™ <.
\%

3. Notons que la limite existe d’aprés|3.3.5
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En plus, g peut se prolonger une fonction holomorphe au voisinage de D, donc une fonction holo-
morphe dans A%(D). Alors

Aglltp > \/ 39¢ > /gllep = (1917 = 19 = gllviiglv) /g

= (llgllv = ollgllv/ligllep

lt.p

En remplacant € par €||g||y, on obtient

Mgllep > (1 = FIT/1Glep-

Alors 5 led
(1 —¢) owllglly

p =g . —kt||~(2
liminfe™|[g][7,,

lim ope
t——o00

Donc il suffit de montrer que pour certaine g, on a

2|54
(1= ¢)llglly
=12

g1l —

(1—e€)262
=

191l =4

pour p assez grand. Donc il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, on peut trouver certaine g telle
que

liminf o 'e ™[9], < = gl + (¢ = 20) 9]} + (1 — €)* +
P -1 _—kt|~2 ~112 /
timinf o, = e |77, < [lgllv + ¢,

pour p assez grand. Mais,
91, = [ e s [ gl < raar
Dt D\Dt
D’apreés le lemme [3.3.6]

limsupe " = limsupe_kt/ )%e72% < O'k/ 19729,
Dy 1%

t——00 t——o00

Comme ge~2? est continue au voisinage de D, alors il permet une valeur maximum M sur D. On
écrit v(t) la volume de D;. D’aprés le lemme v(t) < Ce* pour certaine constante C. Alors

0
IT<M / e P Ay (s)
t

D’apreés le lemme [3.37]

k+1
hmlnfe MIT< MCc—— +
p—k
Alors
lim inf e*kt||§||?p = liminf e *(I 4 IT) < limsup e ™I 4 liminf e 1.
t——o00 ’ t——o00 t——00 t——o00
Donc

kE+1

liminf o '™ |g]7, < ||9||v+MC — .k
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On peut choisir g telle que ||g]|3 < ||g]|# + €//2. Alors, pour p >> 0 ,on obtient
ce 1kt 2 SN2 4!
< .
liminf o e [glJ7, < [|g]ly- + €
Ce qui conclut la preuve. O

Maintenant, on peut montrer le théoréme d’extension L? d’Ohsawa-Takegoshi m

Démonstration du théoréme 77. D’apres les lemmes ci-dessus,

1151191
gec(v)  IAgl?

~12
g
112 < < IFI% sup —IWV <o yp
g

. 2kt
ece lim ||A e
0 4o || QHt,p
Ce qui conclut la preuve. O

Maintenant on donne une version du théoréme d’Ohsawa-Takegoshi sur certaines variétés complexes.
Ce théoréme est trés utile en géométrie complexe, surtout en géométrie algébrique.

Définition 3.3.1. On dit que une variété kihlérienne X est essentiellement Stein s’il existe une
hypersurface analytique S C X telle que X \ S est Stein.
Exemple 3.3.1. 1) Variété de Stein sont essentiellement Stein.

2) Variété projective X sont essentiellement Stein : Supposons que X se prolonge dans un espace
projectif et prenons S d’étre 'intersection de X avec un hyperplan.

3) Soit 7 : X — D une immersion holomorphe d’une variété complexe X dans le disque unité D
telle que tout fibre X; = m~1(¢), t € D est une variété compact. S’il existe un fibré en droites positif
L — X. Alors S est essentiellement Stein.

Théoréme 3.3.9. Soit X une variété essentiellement Stein. Supposons que V. C X est une hyper-
surface telle que X \'V est de Stein. Soit S C X une hypersurface lisse, ne contenu pas dans V.
Supposons que L — X est un fibré en droites muni d’une métrique singuliére e=2%, et e~ 2% est une
métrique singuliere pour le fibré en droites associé le diviseur S, telles que

(a) Les restrictions e=2?|z et e=2tV)| 5 sont métriques singulieres pour L et L+ S, respectivement.

(b) Il existe une section holomorphe globale s € H°(X, S) telle que

S={s=0} et supl|s|®e ¥ =1
X

(c) V—=100p > 0 et pn/—100p > /=100 pour certain entier y > 0.
Alors pour tout u € H(S, Kg + L|g) telle que

/ Cn_1u A 5e 2 < 400,
S
il existe une section U € H*(X,Kx + S + L) telle que

Uls=unds et / enU AN Ue™20H) < 8+ 2)/ Cno1u A Te %%,
X S
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On explique un peu la preuve de ce théoréme, parce que la méthode de réduction est utile pour
beaucoup de autres problémes. On commence avec un lemme trés important.

Lemme 3.3.10. Soit X wariété compleze et soit S une hypersurface dans X. Soient u et f des
formes dans L3 a valeurs dans fibré en droites satisfaisant Ou = f dans le complémentaire de S.

Alors la méme équation est vraie sur toute X (au sens de courant).

Par ce lemme, on peut remplacer X par une variété de Stein X \ V. Méme on peut supposer que
L est un fibré trivial. En fait, par le théoréme [2.5.8] L posséde une section globale non nulle s.
Soit D le diviseur de s. Si x est une fonction strictement psh d’exhaustion sur X, alors la fonction
X + log |s| est une fonction strictement psh d’exhaustion sur X \ D. En particulier, X \ D est encore
de Stein et le fibré L] x\p est trivial. Le lemme ci-dessous permet que le théoréme peut se ramener
au cas ou la métrique est lisse.

Proposition 3.3.11. Soit X est une variété de Stein et soit D un sous-domaine de Stein rel-
ativement compact de X. Soit ¢ une fonction psh sur X. Alors il existe une suite de fonctions
lisse et strictement psh, v, définie au voisinage de l’adhérence de D, qui descend a ¢ sur D, En
plus, si i100p > w ot w est une forme kihlérienne et & > 0, alors on peut choisir o, telle que

i00p, > (1 — §)w.

Avant de clore cette section, on donne un énoncé trés raffiné du théoréme d’Oshawa-Takegoshi, issu
de [Deml2a]. Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Nous serons amenés a faire
sur X certaines hypothéses de pseudoconvexité.

Définition 3.3.2. La variété X sera dite faiblement pseudoconveze s’il existe sur X une fonction ¢
plurisousharmonique et exhaustive, c’est-a-dire que pour tout réel ¢, Uouvert X, = {z € X : p(2) <
¢} est relativement compact dans X .

Les variétés de Stein et les variétés compactes sont des exemples de variétés faiblement pseudocon-
vexes.

Théoréme 3.3.12 (Ohsawa-Takegoshi-Manivel [Man93|). Soit X une variété faiblement pseudo-
convezxe de dimension n muni d’une métrique kdhlérienne w. Soient L (resp. E) un fibré en droites
holomorphe (resp. un fibré vectoriel de rang r) sur X, et s une section globale holomorphe de E.
Supposons que s génériquement transverse a la section nulle, et

Y ={zeX:s(x)=0,A"ds(x) 20}, p=dimY =n —r.

En plus, supposons que i§2y, +riddlog |s|? est semi-positive et qu’il y aune fonction continue o > 1
telle que les deux inégalités suwivantes sont vrais sur X.

a) iQr + riddlog|s|? > a_l%,

b) |s| <e .

Alors pour tout (0, q)-forme lisse f surY a valeur dans Kx+L telle que df =0 et [, | f]?|A"(ds)]* <
+oo, il existe une (0, q)-forme F sur X a valeur dans Kx + L telle que OF = 0 et F est lisse sur
X\ {z = A"(ds) = 0}, vérifie F|ly = f et

F2 2
x |s[*"log™ |s|

ot C, est une constante qui dépend seulement a .
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3.4 Invariance des plurigenres

Dans une série d’articles remarquables [Siu9§]| et [Siu02], Y.-T. Siu démontre 'invariance des pluri-
genres dans le cas d’une famille projective au-dessus du disque unité de C (la question étant locale
sur la base, ce cas suffit amplement). Enfin, M. Padun a donné une nouvelle démonstration de l'in-
variance des plurigenres [Pau(7| : en introduisant la méthode dite One-Tower, il a considérablement
simplifié la démonstration de [Siu02].

Définition 3.4.1. Soit X une variété complexe. Pour chaque m € N>q, le nombre
Ppn(X) := dime H*(X, mKx)
est dit le m-iéme plurigenre de X.

Soit X une variété complexe avec une application holomorphe p de X dans le disque unité. Nous
supposerons que p définit une fibration lisse a fibres compacts, c’est-a-dire que la différentielle dp
de p est surjective partout et les fibres X; = p~!(t) sont variétés compacts. On dira que cette
famille est projective s’il existe un fibré en droites positif A sur l'espace total X. Le fibre X est
une hypersurface lisse définie par I’équation p = 0.

On a un théoréme de semi-continuité supérieure trés connu pour familles projectives.

Théoréme 3.4.1 ([Har77] Théoréeme 12.8). Soit f : X — Y un morphisme projectif entre deux
schémas noethériens. Soit F un faisceau cohérent sur X et plat au dessus de'Y . Alors, pour chaque
i >0, la fonction

h'(y, F) = dimy,) H'(Xy, Fy)

est semi-continue supérieurement sur'Y .

Dans notre cas, ce théoréme implique que la fonction P,,(t) est semi-continue supérieurement sur la
disque unité D. Notons que le fibre (S) associé 'hypersurface S = Xy est un fibré en droites trivial.
Donc par le théoréme d’adjonction implique Kx|x, = Kx,, et I'isomorphisme est donné par

ur—U=dpAu.
Pour simplifier, on identifie u avec Ul x,. Le résultat principal de Sui, [Siu02], est le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.2 (Y.-T. Siu 2002). Soit u une section de H°(Xo,mKx|x,), Alors u s’étend en
une section U de HO(X,mKx).

Dans le cas m = 1, le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi appliqué au cas ot L et (5) sont a la fois
trivial implique le théoréme de Siu.

Démonstration. On écrit L := (m — 1)Kx tel que mKx = Kx + L. Notre but est de trouver une
métrique ¢ sur L & courbure semi-positive telle que la section u vérifie

/ Cn—1U N\ e % < o0,
Xo
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Aprés encore par le théoréme on obtient une extension de u (notons que le fibré (S) est trivial
ici).
Soit B un fibré en droites positif au dessus de X satisfaisant :

(a) Tout section de pKx + B sur X s’étend holomorphiquement sur tout X si < m — 1.

(b) Pour p <m — 1, le lieu de base Bs(¢,x+n|y,) est vide, c’est-a-dire qu'il n’existe pas de point
en lequel tout section s’annule (voir section [5.4]).

On commence avec une métrique lisse sur Kx et une métrique lisse & courbure positive sur A. Soit
B = 1A pour certain [ et prenons la métrique induit sur pKx + B. Si [ est suffisamment grand, telle
métrique est & courbure positive pour p < m — 1. Donc le théoréme [3.3.9] implique que tout section
holomorphe s’étend.

La deuxiéme condition est aussi vrai pour [ suffissamment grand, voyez les détails dans la preuve du
théoréme de prolongement de Kodaira [5.4

Pour p < m — 1, on choisit une base (sg-p )) pour 'espace des sections globales de pKx + B sur le

fibre central Xj.

Lemme 3.4.3. Pour k=0,1,--- et p<m — 1, tout section

k (p)
J

de (mk + p)Kx + B sur Xo s’étend holomorphiquement sur tout X.

Démonstration. On démontre ce lemme par récurrence sur [ = mk + p. On sait par
hypothése que 1'énoncé est vrai pour | < m, i.e. k =0 et p < m — 1. La premier étape
non triviale est d’étendre usg»o) . Posons

J

ol § signifie une extension de s. Alors hpy—1 = €291 ol ¢,,_1 est une métrique sur
(m —1)Kx + B. Comme le lieu de base de (m — 1)K x + B est vide, cette métrique est
vraiment lisse et la quantité
/ ]usgo)lze*%m*l
Xo

est donc finie (notons que usg-o) est une section de mKx + Blx, = Kx, +(m—1)Kx +
(0)

B|x,). Donc par le théoréme [3.3.9) on peut trouver une extension de us; " satisfaisant

/)(’us§0)’262¢m—1 < C/X ‘us§0)‘2672¢m—1_ (3.1)
0

4. Soit X une variété complexe et soit L un fibre en droites sur X. Alors I'espace des sections globales de L est
de dimension finie.
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Posons que h,, = \us(o) |2 et définissons ¢y, telle que 2™ = h,,. La nouvelle métrique
n’est plus lisse, mais la blngularité vient de la fonction u. Donc on a

/ ]usg-l)IQe_z‘bm < 0.
Xo

Par récurrence, on conclut la preuve. ]
Notons que pendant la preuve on obtient une suite de métriques sur [Kx + B,
LN )2
=) uks|
J
pour | = km + p. Ces métriques vérifie une trés bonne estimation, donnée par

/ hiy1/l < C hl+1/hl

En fait, pour I = m — 1, on prend la somme en j dans de méme pour les autres métriques.
L’intégrale du coté droit ici est

1
/O§ :|uks§p)|2/§ :|uk8§}7 )|2
sip>1,et

/ Z|uk (0))2 ’ /Z‘uk—lsgm 12

si p = 0. Donc ils sont bornés par une constante uniforme C , dépendent du choix de u et le choix

(p)

de bases s i alors on obtient

/ hip1/h < C.
X

Par I’inégalité de Holder, il implique que

/hll/l:/(hl/hl—l)l/l(hz—l/hz—2)1/l"'h}/l
X X

(o) ()" () s

En particulier, on prend [ = mk. Par la propriété de sous-moyenne de fonctions psh,

1
ﬂ d’mk

est finie partout. Comme ¢, est une métrique sur mkKx + B, ¢ est une métrique sur Kx.
Apres prendre la régularisation semi-continue supérieurement, on obtient une métrique ¥ sur Kx
a courbure semi-positive qui n’est pas plus petit que ¢, partout. Sur Xo,

oo = limsup

hk‘m = |u|2kh
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oil h est une fonction lisse positive. Donc e¥ > e®> = |u|?/™ sur Xy, donc

/ |u|267(m71)w §/ |u\2/m < 00.
X() XO

Ce qui conclut la preuve. ]

Le théoréme de Siu est exactement dit que la fonction P, (t) est semi-continue inférieurement. Donc
on obtient un corollaire principal immédiatement.

Corollaire 3.4.4. Pour tout entier m > 0, la fonction P,,(t) est indépendant de t.

Remarque 3.4.1. On peut changer la disque unité D par une base irréductible S, et le théoréme
est aussi vrai. En fait, pour x,y € S deux points, on peut connecter x a y par un chaine de disques
analytiques.



Chapitre 4

Nombre de Lelong

Dans ce chapitre, nous introduirons la notion du nombre de Lelong qui est un des premiers invariants
introduit pour mesurer des singularités d’une fonction psh. Il est une généralisation de la notion
multiplicité. En réalité, il a été défini pour des courants positifs fermés de bidegré (p, p), mais en ce
qui nous concerne, nous nous pencherons sur le cas du bidegré (1, 1), c’est-a-dire des fonctions psh.

4.1 Propriétés fondamentales

Dans cette section, on donnera la définition et des propriétés principales du nombre de Lelong.

Définition 4.1.1. Soit Q C C™ un ouvert, et ¢ € Psh(Q2). Le nombre de Lelong v(p, ) de ¢ en un
point x est par définition
v(p,x) := liminf &
z—z log |z — x|

Il n’est pas difficile de voir que v(p, x) = sup{y > 0 : u(z) < ylog|z—=z|+O(1) en x}. En particulier,
si u = log | f| pour une fonction holomorphe f, alors

v(log|f],x) = Ord,(f) = max{m € N: D*f(z) =0, |a| < m}.

donc le nombre de Lelong donne "I’ordre d’annulation" de e¥ en x. Une caractérisation pratique du
nombre de Lelong est la suivante.

Lemme 4.1.1. Soit f une fonction psh définie sur le polydisque unité D de C™. Alors on a égalité :

L SUPpn @
V((’O’O)_lg% logr

En particulier, la limite ci-dessus existe.

D’aprés un théoréme de Siu [Siu74], on peut aussi définir le nombre de Lelong d’une fonction psh
sur une variété complexe.
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Théoréme 4.1.2 ([Siu74]). Si f est un biholomorphisme entre deux ouverts de C", alors

v(f*(e), x) = v(e, ().
Maintenant nous introduit la notion de faisceaux d’idéaux multiplicateurs, issue de Nadel.

Définition 4.1.2 (Faisceaux d’idéaux multiplicateurs). 1) Soient U C X un ouvert de X, ¢ une
fonction psh sur U. On définit

LU, J(0) ={f € Ox(U) : |7 € Lj,.(U)}.

2) Soient {U;} un recouvrement ouvert de X, ¢ = {p; € L} .(U;)} une famille de fonctions

localement intégrables telles que p; — @; est bornée sur U; — Uj. Alors I'(U; N Uj, T (¢i)) =
L(UinUj, J(gj)), donc on a un faisceau globalement défini J(p) C Ox qui est défini par

T(@)e = T(pi)z, z € Us.

Ce faisceau d’idéaux s’appelle le faisceau d’idéaux multiplicateurs associé a .

La variété des zéros V(J(y)) est alors 'ensemble des points au voisinage de lequel e~2% n’est pas

intégrable.

Lemme 4.1.3 ([Sko72|). Soit ¢ une fonction psh sur un ouvert Q et soit x € Q.

1) Siv(p,x) <1, alors e~ est intégrable au voisinage de x.

2) Siv(p,x) > n+ s pour un entier s > 0, alors e 2? > Clz — x| 72"~ qu voisinage de z, et
J(p)z C mf{wl, ou est lidéal mazimal de Oq 4.

3) La variété des zéros V(T (¢)) de J(p) vérifie

En(p) V(I () C Eily),
ot Ec(p) :={z € X :v(p,z) > c}.
La démonstration de 1) est un peu compliquée, voyez le livre [Dem12al] (Lemme 5.6) pour les détails.
On donnera les preuves pour les derniéres deux.
Démonstration. Siv(p,z) = ¢, la convexité de la fonction

logr — sup ¢(z)

|z—z|=r

implique que

=3l ,

¢(z) < clog
ou M est la borne supérieure sur B(x, 7). Donc il existe une constante C' > 0 telle que
672g0(z) > C|Z - 1“726

au voisinage de x. Le résultat vient de I'estimation suivante :

|Zaaz“\2 2,2 2n—1-2
—=—5——dV(z) ~ Const. lag|2r2el) p2n-1-2¢g,.
/B(O’TO) (Z )

|Z‘2C

Si ¢ a une partie entiére |c| = n + s, l'intégrale converge si et seulement si a, = 0 pour |a| < s. 3)
est un résultat simple de 1) et 2). O
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4.2 Théoréme d’approximation

Dans cette section, nous présenterons une méthode de Demailly pour se rapprocher une fonction psh
par des fonctions de type alog( :i% |fn]?) ot & € Q, et les f,, sont holomorphes telles que la série
dans le logarithme converge localement uniformément et définit une fonction réelle analytique. C’est
un théoréme fondamentale, car ces derniére fonctions psh aux singularités analytiques bien comprises
approchent les fonctions psh général avec un bon contréle sur les singularités. Nous donnerons méme
encore une preuve simple d'un théoréme utile et difficile de Siu [Siu74], issue de Deamilly [Dem92].

Soit  C C™ un ouvert pseudoconvexe. Rappelons que le nombre de Lelong v(p, z) d’une fonction
psh ¢ € Psh(f2) en un point z est défini par

su
v(p,2) = liminf —2Z)_ _ |y SPBG@N P
z—z log |z — :p‘ 0+ log 7

En particulier, si ¢ = log|f| pour une fonction holomorphe f sur €, alors v(p,x) égale a l'ordre
d’annulation de f
Ord,(f) =sup{m € N: D*f(x) =0, |a| < m}.

Théoréme 4.2.1 (|[Dem92|). Soit ¢ une fonction psh sur un ouvert pseudoconvexe borné ) C
C™. Pour chaque m > 0, soit A%(Q2, myp) lespace de Hilbert des fonctions holomorphes sur S tels
que [o|f2e72M9dV,, < +o0 et soit oy = 5-log > |the|? ou (Yr) est une base orthonormale de
A%(Q, mp). Alors il existe deuz constantes C1,Cy > 0 qui sont indépendantes de m telles que

1) ¢(z)— % < om(2) <supe_j<r 0(C) + Llog % pour tout z € Q et r < d(z,00). En particulier,
pm converge vers @ ponctuellement et pour la topologie Llloc sur ) quand m — +00,

2) v(p,z) = = < v(om,2) < v(p,z) pour tout z € 2.
Démonstration. 1) Comme y(2) = ev, (), alors Y. |1(2)|> = |lev.(¢y)||, c’est-a-dire que

z 2: su z 2
Sl = o 1762

ott || - |lm est la norme de A%(2,my). Notons que > |1fy| est convergente uniformément sur tout
compact, et donc elle est analytique réelle. En plus, on a

1
n(2) = sup —log|f(:)].
T s R

Pour z € Q et r < d(z,052), comme |f|? est une fonction psh, on a

1

r2ng,

1 —2Zm
FEP < o [ 10OPV < o [ 1 meay,
B(z,r) rton Q

oil oy, est le volume de la boule B(0,1) et C := sup¢cp, .y ¢(C). Alors

1 1
om(z) < sup () + m log—— = sup ¢(¢)+ —log -~
CeB(zr) me - T0n - (eB(zr) moorn
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[

ou Cy = o, 2. En plus, par le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi, il existe une constante C3 telle que
pour tout a € C, il existe une fonction holomorphe f sur 2 telle que f(z) = a et

[ 18 2meav, < Cyjae e,
Q

Comme C3 ne dépend que a, on peut choisit a de telle sorte que le membre de droite est llﬂ Alors
[fll < 1et

1 1 log 03
> —1 =—1 = — .
pm(2) 2 —log|f(2)] = —loglal = ¢(2) — ="
donc on a montré la premiére inégalité. En posant r = %, on obtient lim  sup ¢(¢) = ¢(2).
m—0o0 1
CGB(Z»H)
. .1 n
Alors n%gnoo om(2) = ¢(z), car n}grloo — log(Cam™) = 0.
2) L’inégalité ci-dessus implique
Cl 1 02
sup @(Q) — — < sup pn(() < sup  o(Q) + —log —.
CeB(z,r) m (eB(z,r) ¢eB(z,2r) m r
En divisant cette inégalité par par logr quand r < 0, on obtient
1 CQ Cl
sup  p(¢) + — log — sup  ©m(¢) sup  @(¢) — —
CEB(z,2r) m r < SEB@&) < SEBE) m
log r - log r - log r
On fait tendre r vers 0, alors
n

Y(p,2) = = < vlpm,2) < v(p,2).

O]

Le théoréme d’approximation implique le théoréme d’analyticité, di & Siu [Siu74] dans la cadre
plus général des courants de bidegré (p,p), qui exprime l'analyticité des ensembles de niveau de
nombres de Lelong. La preuve originale est longue et technique, mais Demailly [Dem92| a utilisé
son théoréme d’approximation ci-dessus pour en donner une démonstration trés simplifiée, que nous
allons présenter.

Corollaire 4.2.2 ([Siu74]). Soit ¢ une fonction psh sur une variété complexe X. Alors, pour tout
c >0, les ensembles de niveau

E(p) ={z€ X :v(p,2) >c}

sont des sous-ensembles analytiques de X.

1. Ici il faut supposer que p(z) # —oo, mais c’est clair que I'inégalité est méme encore vraie pour ¢(z) = —oo.
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Démonstration. Comme ’analyticité est une propriété locale, on se raméne au cas ol ¢ est une
fonction psh sur un ouvert pseudoconvexe 2 C C". D’apreés le théoréme ci-dessus, on obtient

Ee(p) CNEc_2(pm) CNE_2(p) = Ec(p).
Tout donc se raméne & montrer le résultat pour les fonctions a singularités analytiques. Notons que
v(log|f],x) = Ord,(f) = sup{m € N: D“f(x) = 0,|a| < m}
pour les fonctions holomorphes f sur €. Alors

E(em)= [) {z€9Q:D%;(z)=0}.

laf<me,j>1

ce qui conclut la preuve. O
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Chapitre 5

Faisceaux d’idéaux Multiplicateurs

Dans ce chapitre, nous introduirons les faisceaux d’idéaux multiplicateurs.

5.1 Définitions

On toujours suppose que X est une variété complexe.

Définition 5.1.1. (Faisceauxr d’idéaux multiplicateurs)
1) Soient U C X un ouvert de X, ¢ une fonction psh sur U. On définit

L(U,Z(g)) = {f € Ox(U) : |f[?e™** € Li,.(U)}.

2) Soient {U;}} un recouvrement ouvert de X, ¢ = {¢; € L} (U;)} une famille de fonctions

localement intégrables telles que p; — @; est bornée sur U; — U;. Alors T'(U; N Uj, Z(g;)) =
I'(UinUj,Z(pj)), donc on a un faisceau globalement défini Z(¢) C Ox qui est défini par

Z(¢)e = I(¢i)a, € Us.
Ce faisceau d’idéauz s’appelle le faisceau d’idéaux multiplicateurs associé a .

Remarque 5.1.1. Dans la définition, on définit faisceaux d’idéaux multiplicateurs pour les fonctions
localement intégrables. Mais souvent on considére plutét pour les fonctions psh car le faisceau J ()
a plus propriétés intéressantes dans ce cas.

On définit les faisceaux d’idéaux multiplicateurs pas la maniére analytique ci-dessus. Maintenant,
je voudrais donner une autre définition par la maniére algébrique.

Définition 5.1.2. Soit X une variété compleze. Un diviseur effectif D est appelé diviseur a croise-
ments normauz simples (SNC d’aprés la terminologie anglaise) si pour tout x € X, il existe des coor-
données locales x1, - -+ , xy et des entiers non négatifs ay,- - ,ay, tels que D est défini par x7* - - - zfm.
Pour tout morphisme birationnel f : X5 X , 1l existe un plus grand ouvert non vide U de X tel
que f: f~1(U) = U. On appelle le lieu exceptionnel de f et on note Exc(f) le complémentaire
de f~1(U) dans X’. Cest donc un fermé de X.
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Théoréme 5.1.1 (Hironaka). Soit X une variété compleve, T C Ox un faisceau d’idéaur cohérent
définissant un sous-espace Y . Alors il existe une variété complexve (lisse) X et un morphisme bira-
tionnel u: X — X tel que

1) w est un isomorphisme au dessus de du complémentaire de Supp(Y') ;
2) T-Og% C Og est un faisceau inversible O (—D) ;

3) Exc(p) U D est un diviseur SNC.

On appelle telle ()N(, p, O5) une log-résolution de I.

Rappelons ici que Z - O n’est pa le tiré en arriere au sens des faisceaux de Z mais I'image du
faisceau Z vu comme faisceau sur O via p. Ainsi, si g1,-- -, gy sont des générateurs locaux de Z,
g1op, -+, gn o psont des générateurs locaux de Z- Ox.
Exemple 5.1.1. 1) Soient X = A% = Speck[z,y] et a = (z%,y?). En éclatant l'origine de A% on
obtient
Y = Blp(A?) L= A2 = X.
Il existe une carte affine de Y sur lequel u est une application A2 — A2 donnée par (u,v)
(u,uv). Alors on a a- Oy = Oy (—2E). Sur cette carte on a a- Oy = (u?,u?v?) = (u?) et (u = 0)
est ’équation du diviseur exceptionnel.

2) Soit a = (23,9?). Dans ce cas, le log-résolution est construit par trois éclatements et on a
a-Oy = Oy(—2E; —3Ey — 6E3), ou E; est le diviseur exceptionnel du i-iéme éclatement.

Sip:Y — X est un morphisme birationnel, on note Ky ,x = Ky — p*Kx qui est appelé le diviseur
canonique relatif de p. Ky, y est un diviseur effectif sur Y dont l'équation locale est donnée par
I’annulation de det(df).

Si D =), a;D; est un Q-diviseur, on notera |D| = > .|a;|D; sa partie entiére et {D} =D — | D|
sa partie fractionnaire (ot [z] désigne la partie entiére d’un réel x). Notons que les opérations ||
et {-} ne commutent pas avec les pull-backs en général.

Exemple 5.1.2. On prend X = A?, Y 'axe des abscisses et E la parabole d’équation y = 2. Si
O désigne l'origine de X et D = 1E, on a d'une part [D] = 0 donc |D]|y = 0. D’autre part, O est
un point double de Y N E donc Ely =20 et [D|y| = |3 -20] = O. Sur cet exemple, on a donc :
[Dly] # [D]ly-

Soit a C Ox un faisceau d’idéaux.

Définition 5.1.3. Soit u: Y — X une log-résolution de a telle que a- Oy = Oy (—F) et ¢ >0 un
rationnel. On pose alors

T(a%) = Z(c- a) = ju.Oy (Ky/x — |e - F))
= {h € k[X] : ordg,(u*h) > |cri] — b;, Vi}
o F'=73 rE; et Ky;x =) bF;.
Remarque 5.1.2. Notons que le push-forward de classe canonique est aussi classe canonique sous

morphisme birationnel. D’aprés la formule de projection, on a 1. Oy (Ky, x) = Ox. De plus, si N
désigne un diviseur effectif sur Y, p.(Ky,x — V) définit un faisceau d’idéaux sur X.

Nous expliquerons 'équivalence de ces deux définitions dans 'appendice [B]
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5.2 Théoréme de cohérence de Nadel

Les plus importants résultats pour faisceaux d’idéaux sont le théoréme de cohérence et le théoréme
d’annulation issus de Nadel. Le but de cette section est de montrer le premier, en suivant la présen-
tation de [Dem12al.

Théoréme 5.2.1 (Cohérence de Nadel). Soit Q un ouvert d’une variété kihlérienne X . Soit ¢ une
fonction psh sur Q2. Alors le faisceau Z(p) est un faisceau cohérent. En plus, si ) est une variété de
Stein, alors Z(p) est engendré par la base de Hilbert quelconque de l’espace

A(Qg) = {7 € 0@): [ 7P aV < toc),
Q
ot dV est le volume kdahlérien.

Démonstration. Puisque le résultat est local, on peut supposer que €2 est un ouvert pseudoconvexe
borné de C". D’aprés la propriété noethérienne forte de faisceaux cohérents la famille de
faisceaux engendrés par sous-ensemble fini de A%(€2, ) a un élément maximal sur chaque sous-
ensemble compact de Q. Alors A2%((2, ) engendre un faisceau d’idéaux cohérent J C Oq. Clest
claire que J C Z(¢). Pour monter 1’égalité, il suffit de vérifier que J +Z(p), N mf;rxl = Z(p), pour
tout entier SE| ol mgo , est I'idéal maximal de Ogq ,, c’est-a-dire, Vf, € Z(¢)s, on veut montrer qu'il
existe F, € J, tel que
fe— Fp € T(p)e Nmt].

Soit f = f € Z(p), définie au voisinage V' de z et soit § une fonction plateau dont le support est
contenu dans V et § = 1 au voisinage de z. On résout ’équation du = g := 9(0f) par la fagon
d’estimations L? de Hérmoander pour le fibré en droites trivial 2 x C muni de poids psh strictement

g(z) = p(2) + (n+ s)log |z — z| + |2]°.

On obtient une solution u telle que [, |u|?e™2¢|z — z|~2("*)d\ < oo, alors F = 6 f —u est holomor-
phe, F € A%2(Q,¢) et fo — Fp = ugz € Z(p)x N m‘;;'xl Donc J =Z(p) et Z(p) est cohérent. O

Définition 5.2.1. Un morphisme propre d’espaces complexes (réduits) f : X' — X est appelé une
modification s’il existe un diagramme commutatif

Y/4i>X/

|, b

y 1o X

ol i et j sont des immersions fermées, g est un morphisme propre et surjectif et f\X/\i(y/) est un
isomorphisme X'\ i(Y') =2 X \ j(Y).

Pour modifications entre variétés complexes, on a la proposition suivante concernant I'image directe.

1. Soit A un anneau local noethérienne. Le lemme de Krull dit : soit M un A-module de type fini, alors Ng>em®M =
0 ot m est I'idéal maximal unique de A.



68 CHAPITRE 5. FAISCEAUX D’IDEAUX MULTIPLICATEURS

Proposition 5.2.2. Soit : X' — X une modification entre variétés complezxes (lisses). Soit ¢ une
fonction psh sur X. Alors

s (Ox/(Kxr) @ I(p o p)) = Ox (Kx) @ Z(p).

Démonstration. Soient n = dim X’ = dim X, et S C X’ un ensemble analytique tel que p : X'\
p~1(S) — X \ S est un biholomorphisme. Par la définition de faisceaux d’idéaux, Ox (Kx) ® Z(y)
est le faisceau des n-formes holomorphes f sur les ouverts U C X telles que in’ fAfe 2% ¢ Llloc(U ).
On définit 'application

6v: T(U, Ox(Kx) @ Z(p)) — D(U, p(Ox/ (Kx1) @ Z(¢p o 1))
f=uf

Par la formule de changement de variable, on obtient
[mengere = [ ot p e,
U w=t(U)

donc f € I'(U, Ox (Kx)®ZI(p)) si et seulement si p* f € T'(U, ps(Ox (K x7)RI(pop))), en particulier,
Sy est bien définie. Evidemment, 6y est injective. Puisque ¢ est localement bornée supérieurement,
pour F € T'(U, ue(Ox:/(Kx/) @ Z(p o 1)), on a (u=1)*F sur U \ S qui se prolonge en une forme,
notée par f, dans I'(U,Ox(Kx) ® Z(¢)). Donc p*f = F, ce qui implique que &y est surjective et
donc est un isomorphisme. Ce qui conclut la preuve. [

Remarque 5.2.1. Si X est un espace complexe qui peut-étre posséde des singularités et ¢ est une
fonction psh sur X, on définit le faisceau Kx(¢) sur X comme :

Kx(¢)(U) = {f est une n — forme sur U N Xyeq : A e e L (U)}.
Dans ce cas, la proposition [5.2.2] devient

i (Kxr(pop)) = Kx(¢).

pour espaces complexes arbitraires X, X’ tels que p : X’ — X est une modification. Si X est lisse,
ona Kx(p) =O(Kx)®Z(p). Mais si X est singuliére, ce résultat est faux!

5.3 Théoréme d’annulation de Nadel

Soit X une variété complexe. Nous voulons construire certaines applications de X dans espaces
projectives. Ces applications peuvent étre définie par sections de fibrés en droites holomorphes.
Souvent on essaie de chercher sections en utilisant théorémes d’annulation pour H'-groupe de
cohomologie. Le but de cette section est de démontrer un théoréme d’annulation de Nadel qui
est trés utile en géométrie complexe. On commence par rappeler le théoréme de Kodaira le plus
connu et important.

Soit X une variété complexe. Rappelons que 'on dira un fibré en droites holomorphe L — X positif
s’il admet une métrique hermitienne lisse & courbure positive.
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Théoréme 5.3.1. Soit (X,w) une variété kihlérienne compacte et soit L — X un fibré en droites
positif. Alors
HYX,O(Kx+L))=0, pourgq>1.

Maintenant, on suppose que L est un fibré en droites muni d’une métrique singuliére h & courant de
courbure Oy, ;. Si ¢ est un poids local de h sur €, on peut définir le faisceau d’idéaux Z(h) = Z(p)
sur . Notons que Z(h) ne dépend pas du choix de ¢. Donc on obtient un faisceau d’idéaux global
Z(h) sur X.

Théoréme 5.3.2 (Théoréme d’annulation de Nadel). Soit (X,w) une variété kihlérienne faiblement
pseudoconvexe. Soit L un fibré en droites holomorphe sur X muni d’une métrique Hermitienne
singuliere h avec poids p. Supposons que 1Oy, > ew pour certaine fonction continue positive € sur
X. Alors

HYX,OKx+L)®Z(h))=0 pour tout g > 1.

Démonstration. Soit £ le faisceau des (n, g)-formes u & valeur L et & coefficients mesurables telles
que & la fois |ul?e72% et |0 ul?e~2% soient localement intégrables.

L’opérateur d;, définit un complexe de faisceaux (£°,dr) qui est une résolution du faisceau O(Kx +
L) ® Z(h). En effet, en degré 0, le noyau de 9y, consiste en les germes de n-formes holomorphes &
valeurs dans L satisfaisant la condition d’intégralité, donc dont la fonction coefficient est dans Z(y) ;
en degré ¢ > 1, c’est une conséquence immédiate du théoréme de Hérmander appliquée a des
boules suffisamment petites.

Comme L7 est un C*°-module, alors £® est une résolution de acyclique. Par la théorie de faisceaux,
on a

HIT(X,L%) 2 HI(X,O(Kx + L) @Z(p)).

On choisit une fonction d’exhaustion psh v sur X. Soit u une section globale de £9. On prend x une
fonction convexe croissante en chaque variable, de croissance arbitrairement rapide & l'infini telle
que

/ [uf2e=2#HX V) gy, < 4o0.
X

Notons que x o ¢ est aussi une fonction psh, ainsi le théoréme de Homander [3.1.11] appliquée au
fibré L muni de la métrique e~2(#+X°¥) montre que u est dr-exacte. Ce qui conclut la preuve. [

Remarque 5.3.1. Dans la derniére section, on a défini le faisceau Kx () pour variétés singuliéres
X. Dans ce cas, sous des hypothéses, par exemple X Ké&hlérienne et faiblement pseudoconvexe,
courbure > ew, on peut obtient le théoréme d’annulation de Nadel comme :

HY(X,0(L) ® Kx()) =0 pour q > L.

On peut le démontrer en se restreignant au X,eg. Bien que Xieg n’est pas faiblement pseudoconvexe
en général, X est toujours Kdhlérienne et compléte (le complémentaire d’'un ensemble analytique
propre dans un espace Kéhlérienne faiblement pseudoconvexe est Kéhlérienne et compéte, voir e.g.
[Dem82]).
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Le théoréme d’annulation de Nadel est particuliérement utile dans le cas ou la variété de zéros
V(Z(p)) du faisceau Z(p) posséde des points isolés. En fait, on a les corollaire suivants.

Corollaire 5.3.3. Soit X,w, L et ¢ comme dans le théoréme de Nadel et soit w1, , TN
des points isolés dans la variété de zéros V(Z(p)). Alors il existe une application surjective

HYX,Kx+L)» P OEx + L)z ® (Ox/Z(¢))a;-
1<G<N

Démonstration. Considérons la suite exacte courte suivante :
0— O(KX +L) ®I((p) — O(KX +L)® — O(KX +L) X Ox/I(gO) — 0.

Alors la suite exacte longue de cohomologie associée cette suite exacte courte et le théoréme d’an-
nulation de Nadel impliquent le résultat. ]

Corollaire 5.3.4. Soit (X,w), L et ¢ comme dans le théoréme et supposons qu’il existe un
point isolé x de l’ensemble analytique El(cp)ﬂ telle que v(p,x) > n+ s pour un entier s > 0. Alors
H°(X,Kx + L) engendre les s-jets de sections au point x.

Démonstration. L’hypothése que x est un point isolé de Ej(y) implique que v(p,y) < 1 pour
y /r au voisinage de x. Par le lemme de Skoda e~?% est intégrable en tels points y, donc
Z(p)y = Oxy, lorsque Z(¢), C m?; aussi par le lemme [4.1.3] Alors on a une surjection naturelle
Ox/I(p) - Ox/ m“;;t;, ce qui conclut par le corollaire O

Remarque 5.3.2. Le théoréme d’annulation de Kodaira est un cas spécial du théoréme d’annulation
de Nadel. En fait, si L est ample, alors L admet une métrique & courbure positive, c’est-a-dire que le
poids local ¢ est une fonction strictement psh de classe C* partout. Donc on peut poser w = 199y
localement. En plus, on a Z(¢) = Ox dans ce cas, donc on obtient le théoréme d’annulation de
Kodaira.

5.4 Applications importantes

Le but de cette section est de démontrer le théoréme de prolongement de Kodaira et le théoréme
d’annulation de Kawamata-Viehweg qui peut étre vu comme des applications du théoréme d’annu-
lation de Nadel.

Théoréme 5.4.1 (Théoréme de Prolongement de Kodaira). Soit L — X wun fibré en droites sur
une variété complexe compact X. Alors L est ample si et seulement si L est positif.

Avant de démontrer le théoréme de Kodaira, on explique un peu l'application projective associée
un fibré en droites. Soit L — X un fibré en droites homomorphe sur une variété complexe compact.

2. Rappelons que E1(p) est Uensemble de niveau de Lelong
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Alors un résultat connu dit que 'espace de sections holomorphes globales I'( X, Ox) est de dimension
finie. Soit s, s1, -+, sy une base de I'(X, Ox). On définit

or: X — PN

x> [so(x) i+ sy(x)].

Soit Bs(¢r) = {zx € X : si(z) =0,0<i < N} ={z € X : s(x) =0,Vs € I'(X,0x)} le lieu de
base de ¢r,. Alors ¢, est bien définie dans le complémentaire de Bs(¢r). De plus, ¢, est unique a
un automorphisme de PV prés. On dira L — X ample si ¢,,;, est un prolongement pour certain
m. En plus, si ¢, est un prolongement, on dira L trés ample.

Démonstration. Si L est ample, alors on peut voir X comme une sous-variété de PV, et L comme
restriction & X du fibré Opn(1). Alors la restriction de la métrique de Fubini-Study & X répond a
notre question.

Si L — X est un fibré en droites muni d'une métrique lisse e~2#9 & courbure positive, nous allons
montrer qu’il existe un entier m >> 0 tel que 'application ¢,,r, est un prolongement.

Soit {U;} un recouvrement ouvert de X par cartes coordonnées telles que
a) pour tout j, L|y, est trivial, et

b) il existe des ouverts V; et W tels que V; CC W; CC Uj et {V}} est aussi un recouvrement ouvert
de X.

Comme X est compact, on peut supposer que le recouvrement U; est fini. On fixe des coordonnées
locales z; sur Uj, et des fonctions lisses x; telles que Xj‘Wj = 1 et Supp(x;) CC U;. Considérons
les fonctions

1
bia(y) = x; () log 2 (y) — z (@)™,  wz eV
Alors 1; , est une fonction psh sur W;. Notons que ¢g est continue sur U; et W; est relativement
compact. Donc il existe un entier m; tel que pour tout x € V},

mjié?écpo + i@g’gﬁj@ > €;w

pour certain nombre €;. En fait, pour x fixée, sur le compact X — W;, il existe une constante C;(z)
telle que i00v); , > —Cj(x)w. Notons que ¢y est strictement psh sur X et ¢ est psh sur W}, on peut
trouver m;(x) suffisamment grand tel que

m;(x)id0pg + 100 » > €;(x)w.

En plus Vj est compact dans W;, donc on peut choisit m; grand et certaine constante €; > 0, ne
dépendant de z. Soit

m = 2 mjax m;.
Soit z # y € X deux points distincts. Supposons que L posséde la métrique e~ 2(m#ot¥iatvia) o
z € U; et y € Ug. Comme i99(mepy + iz + Yky) > ew et x,y sont points isolée de V(Z(mpo +
iz + Vi), par5.3.3} il existe sections holomorphes 0,0’ € H(Kx + L) telle que

o(x) =0, a(y) #0, et o'(x)#0, o'(y) #0.
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Donc Bs(¢pr) est vide et ¢p,1, est injective. En plus, notons que v(mepg + ¢ o + Yry, ) > n+ 1,

par [5.3.4} il existe og, 01, - , 0, engendre les 1-jets au voisinage de x et ’application
X: - P
x> log(x) i o1(x) -+ 2 op(x)]
définit un biholomorphisme au voisinage de x. Ce qui conclut le théoréme. O

Avant de donner et démontrer le théoréme d’annulation de Kawamata-Viehweg, on donne quelque
concepts de L.
Définition 5.4.1. Soit L — X un fibré en droites sur une variété complere X de dimension n.

1) L est effectif si L admet une section holomorphe globale s qui est non nulle. Si localement s
est donnée par s;, on peut définir une métrique singulicre par ¢ = log|s|>/2, c’est-a-dire que
¢; = log |si|?/2.

2) L est pseudoeffectif si L admet une métrique singuliére a courbure non négative au sens de
courant.

3) L est numériquement effectif ("nef" en abrégé) si pour tout € > 0, il existe une métrique lisse p
sur L telle que
100¢ > —ew,

ot w est une forme kdhlérinne donnée.

4) L est gros s’il existe € > 0 tel que d > €k™ pour k suffisamment grand, ow dy est la dimension
de Uespace HY(X,kL).

Remarque 5.4.1. 1) Un fibré en droites positif est gros. Par le théoréme de prolongement de
Kodaira, si L est positif, application ¢g; est un prolongement pour certain k. Méme on peut
montrer que L est gros si et seulement si la dimension maximale de 'image ¢, est n.

2) Notre définition de fibrés gros n’est pas originale. La définition originale est comme : L posséde
une métrique lisse @ telle que l'intégrale

/ i00¢p >0
C

pour toute courbe C' dans X. Si X est projective, ces deux définitions coincident.

On a une estimation pour dj, dans le cas ou L est positif (voir [MMI0] p48).

Théoréme 5.4.2. Soit X une variété complexe compacte. Soit L un fibré en droites muni d’une
métrique lisse ¢ a courbure i00(¢p) > 0. Alors

d
lim 7% = 7 /X (i08(¢))"

Proposition 5.4.3 (Kodaira). Soit L — X un fibré en droites sur une variété projective X . Alors
L est gros si et seulement s’il peut s’écrire comme

kL=A+FE

pour certain entier k, ot A est ample et E est effectif.
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Démonstration. Comme X est projective, elle admet un fibré ample A. En remplacant A par mA,
on peut supposer que A est trés ample. Donc il existe une section holomorphe globale s de A qui
est non nulle. De plus, pas le théoréme de Bertini, on peut supposer que le diviseur S de s n’est pas
singulier. Maintenant considérons une suite courte

HO(X, kL — A) 5 HOY(X kL) & HO(S,kL|s).
La premiére application est la multiplication par s, et la deuxiéme application est la restriction. Par
le théoréme ci-dessus et le fait que L est gros, on a
dim H(X, kL) > ek™, dim H°(S,kL|g) < Ck"

pour k suffisamment grand, ot C' et e sont deux constantes. Donc dim Ker(p) > 1. Soit 0 # si, €
Ker(p). Alors s, peut s’écrire comme
Sk = Sk,

ol tj est une section holomorphe globale de E := kL — A. O

Lemme 5.4.4. Si L est numériquement effectif et A est ample, alors L + A est ample.

Démonstration. Soit 1) une métrique sur A & courbure positive. D’aprés la définition de fibrés gros,
L posséde une métrique ¢ telle que
100(¢) > 100Y.
Donc ¢ + 1 est une métrique sur L + A a courbure positive. O
Théoréme 5.4.5 (Théoréme d ’annulation de Kawamata-Viehweg). Soit X une variété projective
et soit L un fibré en droites a la fois numériqguement effectif et gros. Alors
HYX,Kx+L)=0, pourq>0.
D’aprés le théoréme d’annulation de Nadel il suffit de construire une métrique singuliére, ¢,

sur L satisfaisant ’hypothése du théoréme d’annulation de Nadel, qui est en plus telle que e 2% est
localement intégrable.

Démonstration. On écrit kL = A+ E, o A est ample et E est effectif. Par le lemme[5.4] on a
kL+L=A+L+FE=A+E,
ou A; est ample. Par récurrence, on obtient
(k+m)L=A,,+FE,

ou A,, = A+ mL est ample. Soit ¢ une section fixée et non nulle de E. On définit une métrique
singuliére sur (k +m)L par

$m + log|t],
ol ¢, est & courbure strictement positive. Alors
=— log |t
¢L k+m(¢m+ gH)

est une métrique sur L & courbure strictement positive. Notons que ¢, est lisse. Donc, si m est
suffisamment grand, e 2%~ est intégrable. O
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Chapitre 6

Exposant de singularité complexe

Dans ce chapitre, nous introduisons les exposants de singularités complexes des fonctions psh et
démontrons un théoréme de semi-continuité général pour ceux-ci, issu de [DKO1].

6.1 Exposant de singularité complexe

Soient X une variété complexe et ¢ une fonction psh en x € X. Le concept des exposants de
singularités complexes est considéré pour ’étude des singularité de ¢ en .

Définition 6.1.1. Soient X une variété complexe et ¢ une fonction psh sur X. For un compact
K C X, nous introduisons l’exposant de singularité complexe de ¢ sur K est le nombre réel négatif

ci (@) :=={c>0:e 2 est L'au voisinage de K}
et on définie la multiplicité d’Arnold M\ (¢) = cx(p)™! :
A (@) =inf{\ > 0: e~ Pest Llau voisinage de K}.

Si ¢ = —oo au voisinage de certaine composant connexe de K, on pose bien sir cix(p) = 0 et
Ak (¢) = +00.

Voici une autre définition équivalente, qui nous sera utile lorsque 1’on voudra estimer la croissance
de volumes pour les fonctions psh.

Proposition 6.1.1. Soient X une variété complexe, ¢ une fonction psh sur X et K C X un
compact. Soient U CC X un voisinage relativement compact de K, et py la mesure riemannienne
sur U associée G une métrique hermitienne w sur X. Alors

_ _ 1 _ dr
r 2CuU({¢ <logr}) < / e 2qv, < po (U) —i—/ 2cr 26/1,(]({(25 < logr})7.
U 0
En particulier,

cx(¢) = sup{c > 0:r % uy ({6 < logr}) est borné quand r — 0, pour certain U O K}.

75
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Démonstration. Il n’est pas difficile a voir la premiére inégalité,

T_QCMU(,uU{¢ <logr}) = /

{e—2c¢u >7.—2c}

v, < / e 2qv,,
U

Pour la derniére inégalité, on note A = {¢ < 0} et B{¢ > 0}, alors

/ e~2qV, < uy (B) +/ =2 qV,.
U B

D’autre part,

1
/ e—20¢de — / r—zcdﬂU({(ﬁ < IOgT})dr
A 0 dr

__r-20u<{u<<1ogr}ﬂé-/ﬁ (=27 ({6 < logr})dr

1 9 dr
= py(4) + T pul{g <logr})—
Ce qui conclut la preuve. ]

La proposition suivante montre que Ck(¢) (donc Ag) est une propriété locale. En particulier, il
permet de ramener le calcul de I'exposant de singularité complexe dans le cas ol le compact est
réduit & un seul point (on notera c;(¢) a la place de cg,3(¢)).

Proposition 6.1.2. Pour toute fonction psh ¢ et tout compact K, on a

cx(6) = inf e,(6).

Démonstration. Evidemment, on a inf,e g ¢z (¢) < cx(¢). Pour I'autre inégalité, si ¢ < infcx co(0),
pour tout point x € K, on peut trouver un voisinage U, de z tel que

/ e~ 24V, < +o0.

x

Par compacité de K, on trouve xy,--- ,x, € K tels que U C UU,,. Alors
n
/ e 2 < Z e~ 24V, < +o0.
U i=1 Uz,
Donc cx(¢) > infre cz(). O

Nous fixons quelques notations pratiques.
- Si f est une fonction holomorphe sur X, on pose cx (f) = cx(log|f|).
- SiZ C Ox est un faisceau cohérent d’idéaux, engendré par fonctions (g1, -+, gn) au voisinage de
K, on pose
ex(T) = ex(5108(gn + -+ low ).
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- Si T est un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur X qui s’écrit T' = i99¢ sur un voisinage de
K, on pose cx(T) = cx (o).

S’il n’existe pas de sections globales ou ¢ globale ci-dessus, on choisit un recouvrement fini de K et
puis on prend 'infimum.

Exemple 6.1.1. Soit f une fonction holomorphe (non nulle) dans C™ a f(0) = 0. Alors on a
co(f) = co(log|f]) < 1.

En fait, la propriété est claire pour n = 1. Ensuite, quitte & restreindre le voisinage considéré et
quitte a considérer une branche de I'hypersurface analytique {f = 0}, on peut supposer que df, est
non nulle, et que 'hypersurface est égale a {z, = 0}.

Si [y 1f |72¢ < 400 pour certaine ¢ > 1, alors par le théoréme de Fubini, on peut trouver
(a1, -+ ,an_1) € C" ! telle que la fonction 2 +— f(ay,- - ,an_1,2) définit une fonction holomorphe
nulle en 0 et [i ¢ [f(ar, -+ an-1, 2)|72¢ < 400 pour € assez petit, c’est absurde!

Lemme 6.1.3 (H. Skoda [Sko77]). Soit ¢ une fonction psh dans C". zo € C" tel que e~2? soit
sommable au voisinage de zg. Pour tout € > 0, il existe F' entiére telle que

F(Z(_)) = 1,

|F|? —26
/(cn (1+‘Z|2)n+ee < +00.

D’apreés le lemme ci-dessus, nous pourra montrer une propriété semi-continue d’exposants de singu-
larité complexe.

Proposition 6.1.4. Soit ¢ une fonction psh sur une variété complexe X. Alors la fonction x —
co (@) est semi-continue inférieurement pour la topologie de Zariski (dans sa version analytique,
c’est-a-dire la topologie dont les ouverts sont les complémentaires d’ensembles analytiques).

Démonstration. Fixons un point xg € X et une boule relativement compacte B := B(zg,7) CC X.
Pour ¢ > 0, soit H.s(B) Vespace de Hilbert des fonctions holomorphes dans B a norme L? finie

avec poids
1= [ 17
B

D’aprés le lemme de Skoda, il existe une fonction f € Hey(B) & f(x) = 1 lorsque e 2 est sommable
au voisinage de x. Donc

{reX:c(¢d) <co}NB= ﬂ f~10)

fEUC>CO Hc¢(B)

est un ensemble analytique. Ce qui montre la semi-continuité inférieurement pour la topologie de

Zariski. O

Par un lemme de Skoda[4.1.3] on peut obtient une relation entre exposants de singularités complexes
et les nombres de Lelong.
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Proposition 6.1.5. Soit ¢ une fonction psh sur une variété complexe X. Alors

L0a(6) < Aal@) < va(@).

n

Dans le cas holomorphe, le calcul de 'exposant de singularité complexe d’un idéal peut se ramener
a celui d’un sous-idéal principal. Avant de donner cette proposition, nous montrerons une identité
qui est utile dans la preuve.

Lemme 6.1.6. Si w € CP est un vecteur et 0 < ¢ < 1, on a une identité :
P
/ | Z iw;| " %do = AJw| 7%,
lal=1 =

ot do est la mesure euclidienne de la sphére S?P~1 dans CP, et ot A, est une constante finie qui est
indépendante que w.

Démonstration. On peut supposer que w = (w1, 0,---,0) & une rotation prés (car do est invariante

sous SO(2,R)). Alors

p
|w\2c/ ]Zaiwﬂ_%do:/ | ~2do =: A,
lal=1 ;5 |o|=1

Ce qui conclut la preuve. O

Proposition 6.1.7. Soient (g1,--- ,gp) des fonctions holomorphes dans un ouvert & C C" et soit
z e V(g - ,gp). Alors

cz(o1gr + -+ apgp) < min{cg (g1, - ;gp)a 1}

pour tous les coefficients (aq,---,0p) € CP. De plus, U'inégalité a liew pour tous les coefficients
(a1, ,ap) dans le complémentaire d’un ensemble de mesure nulle dans CP. En particulier, si T
est un idéal arbitraire et c,(Z) < 1, alors il existe un idéal principal (f) C Z tel que cx(f) = cu(Z)

Démonstration. D’aprés 'exemple on obtient c; (g1 + - -+ + apgp) < 1. D’ailleurs, par 'iné-
galité de Cauchy-Schwarz, on a aussi :

—c —c
g+ apgl = (Ylas?) (X losl?)

ce qui achéve de montrer I'inégalité dans la proposition.

Maintenant fixions une constante ¢ < min{c;(g1,--- ,gp), 1}, alors il existe un voisinage U, de x sur

lequel
D p -¢
/ da/ |Zozigi]_2cdv = AC/ (Z ]gi|2> dV < +oo,
lof=1 e =1 Ue \i=1
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ce qui implique la quantité fUC‘Zz?:l a;gi|72°dV est finie pour presque tout a € CP. On le
note U, l'ensemble de a tels que la quantité fUC‘Zle a;gi|72¢dV n’est pas finie. Si ¢ =
min{c;(g1,--- ,9p), 1}, on pose
v=Ju,_..
n

n

Alors on trouve ’égalité pour w € CP \ U, ce qui conclut. O

6.2 Exposant de singularité holomorphe

Dans cette section, nous concernons sur les fonctions psh a singularités analytiques et montrerons le
théoréme de semi-continuité de I’exposant de singularité holomorphe. Les fonctions psh de ce type
sont trés importantes, par exemple le théoréme d’approximation de Demailly ainsi le seuil
log-canonique (log canonical thresholds en anglais) de faisceaux d’idéaux en géométrie algébrique.

6.2.1 Log-résolution d’un idéal

Rappelons que on a déja défini la log-résolution pour un idéal Z C Ox, olt X est une variété
complexe Maintenant, en utilisant cette résolution, on obtient une méthode pour calculer
I'exposant de singularité d’un idéal, qui est particulierement utile en géométrie algébrique.

Lemme 6.2.1. Soit f : X - X un morphisme birationnel entre deux variétés complezes avec
des formes volumes fizées, alors le jacobien complexe de f est une section holomorphe du fibré

K;( & (f*Kx)_l.

Démonstration. Le morphisme f induit df : Ty — f*Tx naturellement, en prenant le dual et puis
la puissance extérieure maximale, on obtient Jy : f*Kx — Ky, donc Jy est une section du fibré
Kz ® (f*Kx)~!'. Comme f est holomorphe, J; est aussi holomorphe. O]

Proposition 6.2.2. Soit X une variété complere, K un compact, T C Ox un faisceau d’idéauzs
cohérent. Soit (X, i, O5) une log-résolution de I. On appelle E; soit le diviseur exceptionnel de j,
soit une composante irréductible de D, et on note Kf( =wKx+> a;E; et D=> bE;. Alors

. i+1
1) cx(Z) = ming,(g)nK 2o {ab’; }
2) Sig= (g1, - ,9n) sont des générateurs locaux de I au voisinage de K, alors pour tout voisinage
U de K suffisamment petit, on a [’estimée

Cir* < pu({lg] < r}) < Cor®|log ™1, Vr < rg

oun =dimc X, c= CK(I) et C1,Cy, 19 > 0.

Démonstration. On suppose que Z est engendré par fonctions holomorphes g1, -+ ,gn € OxSi U
est un ouvert de X, on a

[ Js@l = ave = [ JgenO 10 PV (Q)
zeU Cen(U)



80 CHAPITRE 6. EXPOSANT DE SINGULARITE COMPLEXE

ou J,, est le jacobien complexe de pu, et dV/, dV sont les formes volumes de X , X respectivement.
Maintenant supposons que h; est un générateur de O(—F;) en un point Z, on a, au voisinage de =
et a facteurs multiplicatifs bornés prés :

lg o ul? ~ TT 1al*, 17 ~ T T 1haf*

et ainsi |g o p|7%¢|J,|? est L' prés de 7 si et seulement si []|h|?% 2% est L'. Une condition
nécessaire est cb; — a; < 1 pour tout 7 tel que & € E;. Donc on obtient la condition nécessaire
c < ming,g)nk+£e1(ai +1)/b;i}. Cette condition est aussi suffisante lors que ), F; est un diviseur
a croisements normaux simples.

Pour 2), on choisi une log-résolution (X,0(—D)) de Z. Le volume puy{|g| < r} est donné par
I'intégrale de la forme

/ ) B ()P dV (€) (6.1)
p= Y U)N{CEUG,IT |hs|bi<r}

sur certaine carte U, C X. Par changement de variable ¢ — w, w; = h?i(C), wj = Cx,;, (ot 7
parcourt l'ensemble des indices tels que b; > 0, alors que j parcourt son complémentaire). A 1'aide
de partitions de 'unité, on retrouvera bien I'intégrale désirée sur 'ouvert de départ. Ainsi, il faut
estimer les intégrales

/ H ]w|?(ai+l)/bi_2dV(w) ou P(r) = {max |w;| < 1, H |w;| < r}.
P(r)

Cette intégrale est minorée par la méme ol le domaine d’intégration est remplacée par le voisinage
d’un point du type (w1, -+, wiy—1,0, Wig4+1, -+ ,wy) (o0 les w; sont des complexes non nuls et iy
est tel que cx(Z) = (ag, + 1)/bi,), donc est minorée par Cyr2Cx(2),

D’autre part, on a pour tout w € P(r), I'inégalité :

H |wi‘2(ai+1)/bif2 < (H |wi‘)20K(Z)f2 < TQCK(I)72'

FEtona:
r2
w(P(r)) = / 7 min( , dV (w;)
{max(jwr ] Jwn_1])<1} [wi]? - Jwp—1|? H '
= — AV (wy)
< 7T/ H dV (w;) + 7rr2/ H 5
{Fis|wi|<r} ;255 {Virr<|w;|<1} ;54 |wl‘
< Cgr2] log | 1.
Finalement, en regroupant les deux inégalités, on trouve bien la derniére estimée recherchée. O

6.2.2 Sous-additivité de ’exposant de singulariét holomorphe

Rappelons que, dans le chapitre trois, on a montré le théoréme d’extension L? Avec les mémes
notations, considérons

¢k(zla' T 7Zn) = ¢(Z17' o 7zn—k;'z£,k+1a"' azg)a
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QU ={2€C: (21, , 2Znbs 2_j 1> »2h) € QY.
Maintenant on peut montrer le résultat de monotonicité suivant.

Proposition 6.2.3. Soit ¢ une fonction psh sur une variété complere X. Soit Y C X une sous-
variété telle que ¢|y # —oo sur chaque composant de Y. Alors, si K un compact de'Y, on a

ck(9ly) < ex(9),

ot cx (@) est lexposant de singularité complexe de ¢ sur K dans X.

Démonstration. 11 suffit de montrer ce résultat au cas ot K est un point {y} dans Y. Donc, on peut
supposer que X est un ouvert de C" et Y est un sous-espace linéaire. Pour ¢ < ¢,(¢ly) fixée, il
existe une boule B = B(y,r) telle que

/ e 2dVy < +oo.
BNY

Par le théoréme d’extension L? [3.3.2) en prenant D = B, V = BNY, et f = 1, on trouve une
fonction holomorphe F' sur B telle que

/ ]F|26_2C¢dV@n <C e 20V < 400,
B BNY

ot F|pny =1, surtout F(y) = 1. Donc ¢,(¢) > ¢, ce qui conclut la preuve. O

Proposition 6.2.4. Soient X, Y variétés complezes de dimension n et m respectivement, T C Ox
et J C Oy idéaux cohérents. Soient K C X, L CY compacts. Posons que

I®J :=priZ+ pr5J C Oxxy.

Alors
ckxL(T®J) = ck(T) +cp(T).

Démonstration. Evidemment, on peut supposer que cxxr(Z ® J), cx(T) et cr(J) sont tous finis,
et il suffit de montrer que c(, \(Z ® J) = cz(T) + cx(J) pour tout (z,y) € X x Y. Alors, on

peut supposer que X C C", Y C C™ sont des ouverts et (z,y) = (0,0). Soit {g1,---,gp} (resp.
hi, -+ ,hg}) un systéme de générateurs de Z (resp. J) au voisinage de 0. On définit ensuite
q

1, & 1, &
p=7log) lgi*, ¥ =7log) |hil”
j=1 k=1
Alors T @ J est engendré par (p + q) fonctions :

{gl(x), o 791)(37)7 hl(y)v e 7hq(y)}a

et la fonction psh est définit par

p q
bs) = 3108 | Y las@F + 3 Imew) |
j=1 k=1
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qui a le méme comportement aux poles que ¢'(x,y) = max{p(z),¥(y)}. Plus précisément, on a

¢ (z,y) < ¢p(z,y) < ¢'(z,y) + %log 2.

Alors, si U, V sont voisinages suffisamment petits de 0, on a (pour métriques hermitiennes fixées
sur X et Y)

poxv ({max(e(z),9(y)) <logr}) = pu({p <logr}) x py({¢ <logr}).
La proposition implique que
) < ey ({max(p(@). (y)) < logr}) < Cor®*) log r|™+7 =2
ot ¢ = co(p) = co(Z) et = co(v)) = co(J). Par la proposition on obtient
co0)Z®T)=c+c =c(Z)+0 T,
ce qui conclut. O

Exemple 6.2.1. Comme cy(z"™) = 1/m, la proposition ci-dessus implique que 1’exposant de singu-

larité complexe d’idéal homogene Z = (21", --- , z;'") C Ocn g est
1 1
mi My,

Maintenant on peut montrer la propriété de sous-additivité de 'exposant de singularité complexe
qui est le principal résultat de cette partie.

Théoréme 6.2.5. Soient f, g fonctions holomorphes sur une variété complexe X . Alors, pour tout
x e X,

ca(f +9) < ca(f) + cal9)-

Plus général, si T et J sont idéaux cohérents, alors
(T +J) < () + ca(T).

Démonstration. On note A la diagonale de X x X. Alors Z + J peut étre vu comme la restriction
a AdeZ®J. Donc d’aprés la proposition [6.2.3| et la proposition [6.2.4] on a

(T+T) = (T T)|A) < cen)(TeT) = call) + calT).
Comme (f +g) C (f) + (g9), on a aussi
cx(f +9) < ca((f) +(9) < ca(f) + calg).
O

Remarque 6.2.1. Si K n’est pas un point, le théoréme de sous-additivité n’est pas forcément vrai.
En effet, si on prend K = {0,1} C C, f = zet g =1 — 2z, alors cx(f) = 1 et cx(g) = 1, mais
cx(f+g) = +oo.
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La proposition [6.2.3] et le théoréme [6.2.5] peut étre vu comme des cas particuliers du théoréme
suivant (voir [Dem12a] Chapitre 14).

Théoréme 6.2.6. Soient @, 1 fonctions psh sur une variété compleze X, et Y une sous-variété de

X. Alors
1) Z(ely) C Z(p)ly-
2) (e +v) C Z(p) - Z(¥).

Avant de terminer cette partie, on donnera un résultat qui est sorte de réciproque de la proposition
[6.2.3] En fait, la proposition [6.2.3] peut étre vu comme un théoréme d’adjonction. Le théoréme
suivant [6.2.7) est connu sous le nom d’inversion de l'adjonction qui est trés utile en géométrie
algébrique complexe. D’abord, on définit une sorte des fonctions psh spéciaux.

Définition 6.2.1. Soit X une variété complexe. On note Pp(X) la classe de fonctions psh ¢ sur
X telles que e? est localement hdlderienne continue, c’est-a-dire que pour tout compact K C X, il
existe une constante C = C >0, a = ax > 0 telle que

e?@) _ )| < Cd(xz,y)*, Vz,y€eK,
ot d est une métrique riemanienne sur X . Pour simplifier, on dira que telle fonction est une fonction
psh hélderienne.

Exemple 6.2.2. Les fonctions du type

» = maxlog (Z II ’fj,k,l!aj”“’l>
k l

sont des fonctions psh holderienne, ot f;5; € Ox(X) et o > 0. En particulier, si D = )" a;D;
est un diviseur effectif réel, ses potentiels locaux ¢ = ) a;log |g;| est une fonction psh hélderienne.

Théoréme 6.2.7. Soit H une hypersurface lisse de X, et T un courant positif fermé de type (1,1)
sur X tel que ses potentiels locaux ¢ soient des fonctions psh héleriennes avec ¢|g # —oo. On pose
alors Ty = ddpp. Alors pour tout compact K C H, on a

CK([H] —|—T) >1 = CK(T|H) > 1.

En géomeétrie algébrique, on dira qu’un paire (X, D) est lc (log canonique) si c¢x (D) > 1 pour tout
compact K C X. Dans ce cas, on reformule le théoréme ci-dessus comme :

(X,H+D)estlc <« (H,Dpg) estlc.

6.2.3 Semi-continuité de ’exposant de singularité holomorphe

Dans la derniére section, on a introduit la notation de fonctions psh hélderiennes. En particulier,
si f est une fonction holomorphe, la fonction log|f| est une fonction psh hélderienne. Dans cette
partie, on commencer & donner un théoréme de semi-continuité de Varchenko, qui est I'un des
points importants dans 'approche du théoréme de semi-continuité pour l'exposant de singularité
holomorphe.
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Proposition 6.2.8. Soient Q2 € C" et S C CP des ouverts pseudoconvexres bornés. Soit ¢ une
fonction psh héolderienne sur @ x S et K C Q) un compact. Alors

1) s+ ci(p(-,8)) est semi-continue inférieurement sur S ;

2) Sisg €S ete<ci(p(,so)), il existe un voisinage U de K et une borne uniforme
/ e~ 20@3) gy () < M(c)
U
pour s dans un voisinage de sq.

Démonstration. 11 suffit de montrer 2), car 1) est un corollaire trivial de 2). Pour commencer, le

probléme étant de nature locale, on peut supposer que e” est continue holderienne d’exposant « sur
QxS et

/ e~ 20(@:50) gV (1) < 4-00.
Q
Soit k un entier positif. On pose
Uns(2,t) = 2c0(x, 5 + (kt)¥(so — 5))  sur Q x D

ot D C C est le disque unité. Alors 9y 5 est bien définie sur Q x D si s € Vi := Bg(so, k *d(s0,5S)).
Comme 1y, s(x,1/k) = 2cp(x, so), d’aprés le théoreme d’Ohsawa-Takegoshi [3.3.2] il existe une fonc-
tion holomorphe Fj, ¢ sur © x D telle que Fj, 4(x,1/k) =1 et

/ | Fyo s (2, ) 2e™Vrs@Dqy (2)dV () < / e~ 20¢(@:30) gV (1) =: €} < +o0.
QxD Q
Comme 9, s admet une borne supérieurement globale qui est indépendante de k, s, la famille {F}, s}
est une famille normale. Si u,v € 2 x D, on a, par 'inégalité de Cauchy,
OFy,
| Fig s (1) — Fios(v)] < sup | ——=

%, VE

[ = vl < Mljlu =,

(2

ou M est une constante indépendante de k,s. Comme Fj, s(z,1/k) = 1, il existe un voisinage U de
K et un voisinage D(0,€) de 0 dans C tels que Fj s > 1/2 sur U x D(0,¢€) si k est suffisamment
grand. En changeant t = k~17Y/% on obtient

6—26@(17,3—1—7(30—3)) A )
/ S W (@av(r) <k / U] P, £) 2o @D @V () av (1)
Ux D(0,(ke)*) kd (1=1/k) UxD(0,€)
< 4k4C1

car le jacobien est |7|2(1/F=1) /k* Comme e¥ est holderienne continue, on a
e2cp(z,5+7(s0—5)) < (6<P($,S) + Clr(so — S)|a)2c <O, (eQCw(:us) + |7_|26a) ,

ot Cy est une constante indépendante de s. Donc, pour k£ > 1/e, on a

1
/U><D (62c¢(x,s)+\r|2w) |7 [20-1/8) dV(z)dV (r) < Cs(k).
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On peut restreindre Pintégrale sur {(z,7) € U x D : |7| < de® #(@9)} pour § suffisamment petit
pour s’assurer que le rayon est plus petit que 1, donc on obtient

/ e~ 201/ (k) (w.9) g7 (1) < Oy (k).
U
Ce qui conclut en prenant k arbitrairement grand et s € V. O

Maintenant on peut montrer le théoréme de semi-continuité de I’exposant de singularité holomorphe.

Théoréme 6.2.9. Soit X une variété complexe, K C X un compact. Alors f — cx(f) est semi-
continue inférieurement sur Ox(X) pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.
Plus précisément, pour toute fonction non nulle f, pour tout compact L contenant K dans son
intérieur et tout € > 0, il existe un nombre § = 6(f, e, K, L) tel que :

STlg— fl< 8= cxlg) > cx(f) — e
L

Démonstration. D’abord, on se raméne au cas ou K est un point. Pour cela, on suppose que le
résultat du théoréme est faux. Alors il existe une suite de fonctions holomorphes f; € Ox(X)
convergeant uniformément vers f sur L telles que

ek (fi) <cx(f) —e

Par la proposition on peut trouver a; € K tel que cq,(fi) < cx(f) — €. Par compacité de K,
on peut supposer que (a;) converge vers a € K. En prenant une carte locale en a, on définit les
fonctions F; (pour i assez grand) par

Fi(z) = filx +a; — a)
sur une petite boule B(a,r) C L°. Alors F; converge vers f sur B(a,7), mais

ca(F) = co;(fi) < cr(f) — € < ca(f) — e,

c’est-a-dire que le théoréme est faux pour le point a. Donc il suffit de montre le théoréme au cas ou
K est un point. Ensuite on suppose que X est la boule unitaire et K est l'origine 0.

Maintenant on opére une seconde réduction pour se ramener au cas de polyndémes de degrés bornés.
Pour une fonction holomorphe f, on note Py sa partie de degré < k dans son développement de
Taylor. La propriété de sous-additivité [6.2.5] implique

lco(f) = co(Pr)l < co(f — Pr)-
Comme |f(2) — Py(2)| = O (|]z[*1), la fonction | f — Py|~2¢ n’est pas intégrable pour ¢ > n/(k+1),
c’est-a-dire que ¢o(f — Px) < n/(k+ 1), donc

n

lco(f) — co(Pr)| < T

(6.2)
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Maintenant, si (f;) converge uniformément vers f sur un voisinage U C C" de 0 donné, la partie
de degré < k, P;j, converge vers P dans I'espace des polynomes de degré < k qui est noté par
Clz1, -+, Znlg, car DFLf; converge vers D*+1f. Voyez polynomes

P(z,s) = Z sa2® € Clz1, -+, Znlk

o<k

comme fonctions de ses coefficients s = (s4). Par la proposition la fonction s +— co(P(+,8))
est semi-continue inférieurement. Donc on obtient

co(P i) > co(Py) — % for ¢ > i(k, €) suffisamment grand.

Alors

€ n n € n

n
colfi) = CO(Pi,Ic) - m > co(Py) — 57 P >

si on prend k > 4n/e. O

6.3 Semi-continuité de ’exposant de singularité complexe

Pour montrer le théoréme de semi-continuité de ’exposant de singularité complexe de fonctions psh,
nous rappelons le théoréme d’approximation de Demailly

Théoréme. Soit ¢ une fonction psh sur un ouvert pseudoconvexe borné 2 C C". Pour chaque m >
0, soit A%2(Q2,myp) lespace de Hilbert des fonctions holomorphes sur Q tels que Jo |f|2e=2meadV, <
+00 et s0it @ = 5 log 3 |1be|? ot (Y¢) est une base orthonormale de A?(2, mep). Alors il existe
deux constantes C1,Co > 0 qui sont indépendantes de m telles que

1) ¢(z)— % < om(2) <supje_ < 0(C) + L log % pour tout z € Q et r < d(z,00). En particulier,
m converge vers ¢ ponctuellement et pour la topologie Llloc sur  quand m — +0o0,

2) v(p,2z) — = < v(om,2) < v(p,z) pour tout z € (2.

Par ce théoréme, on peut obtenir des résultats de fonctions psh qui sont montré dans le cas holo-
morphe.

Proposition 6.3.1. Soit ¢ (resp. 1) une fonction psh sur une variété complexe X (resp. Y ). Soient
K C X, LCY compacts. Alors,

1) Pour tout nombre réel ¢, " > 0 avec ¢ > cx(p) > " et tout voisinage U de K suffisamment
petit, on a
C17r%¢ < pp({p < logr}) < Cor?e, Vr <1
pour certain g >0 et C — 1= Cy() , Cy = Ca(").

2) crxr (max(p,v)) = cx () + cL(¥).
3) Si X =Y, alors cz(max(p, ) < cz(p) + () pour tout x € X.
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Démonstration. 1) L’inégalité & gauche est claire, car
2 uy({ < logr}) < / e 2" qV < +o0
U

pour U D K suffisamment petit. Ainsi, notons que
po({m < logr}) = Cyur?ertém)
par la proposition @ Comme ¢ < 1, + Cy 5, pour certaine constante Cs ,, > 0, on obtient
{p <logr} D {tm <logr —Com},
O

Lemme 6.3.2. Soit Q@ C C" un ouvert pseudoconvexe borné. Soit f; € O() une suite de fonctions
holomorphes convergeant uniformément vers f € O(Q) sue les compacts. On fixe un compact K C )
et ¢ < cx(f). Alors il existe un voisinage U de K et une borne uniforme C(K,c) > 0 telle que

[ 1817av < e

U

pour i > ig(K, c) suffisamment grand.

Démonstration. Puisque le résultat est local, on peut supposer que K = {0} est un point. On fixe

deux nombres réels ¢, ¢’ tels que ¢ < ¢’ < ¢ < ¢o(f) et un entier k suffisamment grand tel que

n

n
c<d——— < <d<e — )

Soit P la troncature de f & ’ordre k£ dans son développement en série de Taylor & I'origine. Comme
co(Pr) > co(f) —n/(k+1) > ¢ par il existe une petite boule B’ = B(0,7’) telle que

/ 1P| 72 dV < 400.
Bl

Puisque les troncatures P; j de f; convergent uniformément vers Py, sur B’ quand 4 tend vers +oo.
Le lemme appliqué  la famille de polynémes P (2, s) = 3°, <j $a2® pour toute boule B” C B’,
il existe une constante M > 0 et un entier ig tel que

/ \Pz',k\*QCNdV < M pouri> .
B//

On écrit P; i, = fi — gi k- On pose ¢(x,y) = 2¢" log | fi(x) — gik(y)| sur B” x B” et soit L la diagonale
de C" x C", d’apres le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi, il existe une fonction holomorphe F; sur
B" x B” telle que Fi(z,z) =1 et

[ el — g v @iy < ¢
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pour une constante C indépendante de i. La borne L? montre que {F;} est une famille normale.
Donc il existe une petite boule B = B(0,79) CC B” telle que |F;z,y| > 1/2 sur B x B pour tout
1 > 1g, €t

/ (@) — gix ()] 72" AV (2)dV () < ACy. (6.3)
BxB

En plus, on dispose une estimée uniforme |g; 1(y)| < Ca|y|/**! sur B avec une constante Cy indépen-

dante de i. On peut intégrer l’inégalitéa rapport &y le long des boules |y| < (| f;(x)]/(2C3))Y *+
(donc |gik(y)| < |fi(x)|/2 et ainsi | fi(x) — gik(y)| > | fi(x)|/2 sur ces boules), on obtient une estimée

/ [fila) P/ D2V (2) < O
B
Enfin, I'inégalité ¢’ —n/(k + 1) > ¢ donne le résultat attendu. O

Maintenant on peut montrer la théoréme de semi-continuité de ’exposant de singularité complexe
de fonctions psh.

Théoréme 6.3.3 (Demailly-Kollar [DKO1]). Soient X une variété complexe, K C X un compact.
Soit P(X) l’ensemble des fonctions psh localement L' sur X, muni de la topologie de convergence
L' sur les compacts. Alors

1) L’application ¢ — cx(p) est semi-continue inférieurement.

2) ("Version effective”) Soit ¢ € P donnée. Si ¢ < cx(p) et 1, convergent vers ¢ dans P(X), alors
e~2%n converge vers e 2% en norme L' sur un voisinage U de K.

Comme un cas spécial,

3) L’application Ox(X) 3 f — ck(f) est semi-continue inférieurement pour la topologie de con-
vergence uniforme sur les compacts. De plus, si ¢ < ci(f) et gn converge vers f dans Ox(X),
alors |g|=2¢ converge vers |f|72¢ en norme L' sur un voisinage U de K.

Avant de donner les détails de la preuve, on note qu’il suffit de démontrer 2) et supposons que
K = {x} est un point et X est une boule de centre = . En effet, si 2) est vrai dans le cas ou K = {z}
est un point, il existe un voisinage U, de z telle que pour € > 0 et ¢ < ¢z (@), on a

/ ‘e_%% —e %% < ¢
pour n > certain N,. Si K est un compact, il existe xy,- -,z tels que K C |JU,,. Donc
/ ‘e_ch” —e k¥ < Z/ ‘e‘QCw” — 72| < se
U Us; Uz,
pour n > max{Ny,, -, Ny, }. Donc 2) est aussi vrai dans le cas général ou K est un compact.

Démonstration. Soit  C C"™ un ouvert borné pseudoconvexe et soit ¢; € P(£2) une suite de
fonctions psh convergeant vers ¢ dans P(Q2). Notons qu’il suffit de montrer le résultat 2) pour une
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sous-suite (p;,) : en effet, si le résultat était faux pour la suite (p;), il existerait une ¢ < cx(¢)
telle que pour tout U D K, 2% ne converge pas vers e 2%? dans L'(U). Ceci signifie qu’il existe
ey > 0 et une sous-suite (¢;,) telle que

/ le™ 2P0 — e72|dV < ey,
U

Maintenant, en remplagant (¢;) par (¢;,), on obtient une contradiction.

Par le théoréme d’approximation de Demailly am > 0 fixé, tout base orthonormée (g, m i )ren
de A2%(Q, mep;) vérifie :

pj(2) — S5 108;2 |9jmokl” < sup ©;(¢) + - log P (6.4)

keN [¢—z|<r
pour tout z € Q et r < d(z,09). Soit K C Q un compact. Alors, d’aprés le théoréme la suite
(¢;) est majorée sur tout compact de €2, donc gjm, i est majorée sur tout compact de §2. Alors il
existe une sous-suite (gjp,m,k:) qui converge uniformément vers g, € O(f2) sur les compacts. De
plus, on peut supposer que g;, m k converge vers g, uniformément pour m et k aussi. Donc, par
et en remplagant (g;,m.k) Par (g;,,m,k), on obtient
C1

1 , 1
¢(z) S5 logz |G, (2)|” < Sup e(C) + o log pnl
keN |C Z|<7”

Soit K C © un compact, et K C ' CC Q un ouvert relativement compact. Notons que les faisceaux
d’idéaux Z(mep;) sont engendrés par (gjm,x) (cf. Théoréme. Alors, d’apres la propositionm,
il existe un entier ko(m) tel que le faisceau d’idéaux Z(me;) est engendré par (g;m.k)k<ko(jm) SUT
Y. Donc, il existe une constante C4(j, m) > 0 telle que

) 1
@](Z) - Cé(]um) < % log Z |gj,m,k’27 sur Q/.
0<k<ko(j,m)

Mais notons que ; converge ¢ uniformément sur ' et log ¥, o [g5,m.k|? converge log >~ cn |gm.k|?
uniformément sur €. Donc pour j suffisamment grand, on a

. . 1 1
P)=Colim) < 0i(2)=ChGm) S 5= S sl <5 D lgmal M, sur e,

2m ) )
0<k<ko(j,m) 0<k<ko(j,m)

ot C3(j, m) et M sont deux constante. En posant C3(m) = C3(j, m) + M et ko(m) = ko(j, m) pour
un j fixée, on a

1 2 /
(z) = C3(m) < o Z |gm i|°,  sur €.
0<k<ko(m)

Maintenant, pour ¢ < cx (), il existe un voisinage U de K tel que

m

/ Z |9m,k!2 dVg/ Z o~ 2mp+2mCa(m) qV
v U

0<k<ko(m) 0<k<ko(m)

< 2cCa(m) / e 2°dV < +o0.
U

3l
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On prend m > 2Ck(p). Alors ¢/m < 1/2. Par [6.1.7] il existe o = (%) dans la boule unité de
Cho(m)+1 tel que

_2c
m

/ Z Om,kYm,k dv < 04(0; m)/ e 2ePqy < +00.
U |o<k<ko(m) v

ot C4(c,m) est une constante. On définit

fj,m: Z Ak m3jm.k,

0<k<ko(m)

alors fj,, est un élément de la sphére unité de l'espace A%(Q2,my;). En plus, on a fj,, converge
uniformément vers fp, = Yy kGmk sur les compacts de . Par le lemme ci-dessus, pour
d <cet KU cc U, on aune borne uniforme

/ | fim| 72V < C5(c, U, m)
U/
pour j > jo suffisamment grand. Comme
/ |fjmlPe2m2dV =1,
Q
I'inégalité de Holder appliquée aux exposants p =1+ m/c, ¢ =1+ ¢'/m s’écrit :

[ emetmiiegy = [ (1fypemeny 10 gy 2y
/7 U/

m/(m+c’)
< ( / | fj,mﬁ—zc'/mdv> < Co(e, U, m)
U/
pour j > jg. Comme ¢’ est arbitraire, 'exposant mc’/(m + ¢’) peut étre pris proche ¢ que 'on veut
en prenant m grand. Donc ci(p;) > ck(p) — € pour j > jo(e) suffisamment grand. En plus, si
c < ci(p) est fixé et 0 < § < cx(p)— 1, il existe j;(9) telle que la suite (e=2¢%i )j>j(s) est contenue
dans un sous-ensemble borné de L'*9(U), ot U est un voisinage de K. Donc

/ e 2%V < Oy M?®
Un{e 2®i>M}

pour j > ji(d), avec Cg une constante qui dépend que j. Comme e 2%% converge vers e 2%

ponctuellement, par le théoréme de convergence dominée, on obtient que e~2%i converge vers e~
dans L'(U). Ce qui conclut la preuve. O

2cp



Chapitre 7

Conjecture d’ouverture Forte

Soient X une variété complexe de dimension n, et u une fonction plurisousharmonique sur X. On
b
pose Z(u) le faisceau d’idéal multiplicateur associé & la fonction plurisousharmonique u sur X. Note

Ty (1) 1= UesoZ((1 + )u)
Conjecture d’ouverture Forte : Pour toute la fonction plurisousharmonique v sur X, on a
T, (u) = Z(u)

Localement, on considére un ouvert U C C et un point € U. Pour une fonction holomorphe f
au voisinage de x, on note le germe de f en x par f,. Une fonction mesurable u : U — [—o0, +00]
définit un idéal Z(u, ) dans 'anneau O, = Ocm , des germes holomorphes en x.

IZ(u,z) ={fu: f € O(V),/V |f|?e™ < 00,V C U ouvert,z € V}

ou l'intégrale est I'intégrale de Lebesgue sur C™. Clairement, si v < v+ O(1) en z, on a Z(u,x) D
Z(v,x).

7.1 Conjecture d’ouverture forte pour fonctions psh

Maintenant, on va montrer la conjecture d’ouverture forte en suivant U'article [Lem14].

Théoréme 7.1.1 (Guan-Zhou 2013 [GZ13]). Si u1 < wug < --- sont fonctions plurisousharmonique
sur U et u=lim;ju; est bornée supérieurement localement sur U, alors il existe j tel que T(u,x) =

I(Uj,.’L').

Pour la conjecture originale, on peut toujours supposer que u est bornée supérieurement, et donc
u < 0. Alors, si on pose que uj = (1 + %)u, on obtient la conjecture originale.

On pose J = U;Z(uj,0). Supposons que P C C™ est une hyperplan complexe (affine) et W C P est
ouvert dans P. Pour une fonction mesurable g : W — C, on définit ||g|| € [0, co] par

gl = inf / gl2e.
J w
91
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Par le théoréme de convergence dominée, on a

00 ou
lgl? =< Y _
lim; fW lg|?e™% = fW lg|2e—v.

On note la distance entre x et P par dist(x, P) et écrit P||Pp lorsque P et Py sont paralléles. Le
plus important point pour la preuve est le lemme suivant.

Lemme 7.1.2. Soit f € O(U). Le germe f, de f est inclus dans J si et seulement si pour tout
voisinage assez petit V-.C U de x et toute I’hyperplan Py C C™

liminf dist(z, P)|| flvap|| = 0,comme P| Py et dist(xz, P) — 0.

Pour démontrer ce lemme, il a besoin de quelque propositions.

Lemme 7.1.3 (|[Deml2a], Lemme 11.20). Soit f.g1. - ,gr € O, germes de fonctions holomorphes
qui s’annulent en 0. Alors on a |f| < C|g| pour certaine constante C' si et seulement si pour chaque
germe de courbe analytique v passant 0 il existe une constante C telle que f o~y < C,ylgony|.

Démonstration. Si I'inégalité |f| < C|g| n’est pas vraie au voisinage de 0, le germe de I’ensemble
analytique (A,0) C (C™"",0) défini par

9i(2) = f(2)zny; =0, 1<j<m,

contient une suite de points (2,,9j(2,)/f(2,)) convergeant vers 0 quand v tend vers 400, avec
f(zv) # 0. Donc (A, 0) contient une composant irréductible sur laquelle f Z= 0 et li y a un germe
de courbe ¥ = (v,m+;) : (C,0) — (C™",0) contenu dans (A,0) tel que f o~ # 0. On obtient

gj oy = (f oY)V, donc
lg oy ()] < Clt|[f oy(t)]

et I'inégalité |f o y| < Cy|g o 7| n’est pas vraie. O

Proposition 7.1.4. Soient k € N, F une fonction holomorphe sur un voisinage de A, qui n’annule
pas sur A\ {0}. Supposons que G € O(A), G = o(F) en 0, et il existet € A\ {0}

F(wt) = G(wt) pour toute la racine k-iéme de ['unité w.

Alors,
sup |G| > Ci|t|~F, ) = |H|1Hfll |F(s)] > 0. (7.1)
A s|=

Démonstration. On peut écrire F(s) = sPFi(s), ot p € NU {0} et F; n’annule pas sur A. En
divisant F' et G par Fp, on peut supposer que F'(s) = sP. On considére la fonction

Gi(s) = % Zw_pG(ws),
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ol la somme est étendu & tous les racines k-iéme de I'unité. On suppose que le série de Taylor de G
en 0 s’écrit sous la forme comme suite.

G(s) = Z ags?.
q=0
Alors,

Gi(s) = % Zw*pG(ws)

= % Z w*p(i aquwis?)
w q=0

S (e

q=0

Comme G = o(F) en 0, on a ¢ —p > 0. En plus,
qu—p: 0 k*(q_p)
- k. kl(q—p)

Donc, la série de Taylor de G1 en 0 compte seulement monomes s? tels que ¢ — p > 0 est divisible
par k. En particulier, ¢ > p + k, et donc G1(s)/ sPT* est holomorphe sur A. Donc

sup |G1(s)| = sup |G1(s)/sPTF] > |Gy () /74| = [t 7F,
SEA SEA

Notons que

1 _
sup |G1(s)| < Z Z lw| 7P sup |G(ws)| = sup |G(s)|.
sEA w SEA SEA

Pour le cas général, on suppose que F(s) = sPFj(s). D’aprés la démonstration ci-dessus, on a
sup |G(s)|/ min [Fy(s)| > sup |G(s)/Fi(s)| > [¢|7*.
sEA s€A sEA

Alors,

jsl= jsl=1

[sup |G(s)| = min | Fy(s)||¢|* = min |Fy (s)||t] ™ = min [F(s)][] .
SEA s€A s|=1

Démonstration de Lemme[Z1.3 On peut toujours supposer que z = 0.

D’abord, supposons que f, € J. On choisit j et un voisinage V de 0 tels que fv |fI2e~% < oco. Pour
Py fixé, on peut changer les coordonnées telles que Py est paralléle a ’hyperplan {z € C™ : z; = 0}.
Par le théoréme de Fubini,

/c </vﬁ{“} f '26_“") drs(0) = /V £]2e < oo
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Mais [ |o|2d\2(0) est une intégrale divergente sur tous les voisinages V de 0, donc

lim inf ]a|2/ |f|?e™ =0
o—0 Vn{z1=0c}

Réciproquement, on va montrer que si fo & J, alors, pour tous les voisinages V' de 0, il existe une
hyperplan Py telle que

liminf dist(s, P)| flvap|| > 0, comme P|| Py et dist(z, P) — 0.

Pour V un voisinage fixé de 0, on peut supposer que V est pseudo-convexe et relativement compact
dans U. D’aprés le lemme il existe une application holomorphe v : A — U telle que «(0) =0
et fooa g Ocod o alﬂ On choisit une hyperplan Py passant 0 € C™ qui ne contient pas a(A). On
peut supposer que Py = {z € C™ : z; =0} et & = (a1, -+ , ayp,) est holomorphe sur un voisinage de
A et F'= foa n’annule pas sur A\ {0},

a1(s) = s*,s € A,

et (V) C V. Donc, pour g € O(V), il existe constantes Co, C} telles que
maxlgf* < D; [ g <3 [ g < D} [ [P (72)
a(A) 1% 1% 1%

pour tous les j. Soit P, = {z € C™ : z; = o}. On prend un o € A\ {0}. Supposons que
lflvap,|| < oco. Par le théoréme de Ohsawa-Takegoshi 7?7, pour chaque j, on peut trouver une
fonction g;, € O(V) qui coincide avec f sur V N P, et

/ g0 P < C2 / e
1% VNP,

Ici on peut supposer que C4 est indépendante a o et j ﬂ En plus, il existe jE| tel que
[ UPe <20 fvon, |
VNP,

Alors, il existe une constante Cg, pour o € A\ {0}, on peut toujours trouver un j, tel que

/V 95 0l2e 7 < C2lflvon I (7.3)

On pose que G5 = gj, .o © a dont le germe en 0 € C est dans J o a. Comme g, » = o(f) en 0, on a
Gy =0(F) en 0 € C. En plus, F(¥/0) = G(¥/0) car ai(s) = s*. D’aprés la proposition on a
O

max |g;, 0| = max |G| > — (7.4)
) A o

1. Notons que .J est intégralement clos : si ¢ est entier sur J, ¢” + g1¢p? ' 4+ - + gp_1¢ + gp = 0, alors ¢ =
O(lg1]l + -+ + |gp]) en 0, donc ¢ € J par la définition de J.
2. On peut prendre que C32 = sup e " VE@® Comme B est continue et bornée sur V, C% est fini.

zeV
3. Ici on doit supposer que ||f|vnp, || > 0. Ca c’est vrai pour o non nul, parce que f n’annule pas sur a(A) \ {0}.
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Par[7.2],[73et[74], on a
Ch

CyCslo|’
Ici on supposer que ||f|ynp, || < oo, mais I'inéquation ci-dessus est aussi vrai quand || flynp, || est
infinie. Donc

I flvae, |l =

lim inf dist(s, P)|| flvap|| > 0, comme P|| Py et dist(x, P) — 0.

On compléte la démonstration. O
Maintenant, on peut montrer le théoréme par le lemme ci-dessus.

Démonstration du Théoréme[Z11. Comme I(u) = Z(u,xz) D J, il faut démontrer que I(u) est
inclus dans J.On prend un élément f, € I(u), et on veut montrer f, € J. On va le montrer par
récurrence.

L’énoncé est vrai pour m = 0. On suppose qu’il est vrai pour m — 1 et f, est un germe d’une
fonction f € O(U). On applique le lemme en remplacant u; par u. Alors, il existe un voisinage
Vo de x dans U, et pour chaque hyperplan Py C C™, on a une suite d’hyperplans P, || Py telle que
dist(z,P,) — 0 et

lim dist(x,Py)z/ |f|?e™™ = 0.
V—r00 VOQPV

Soit V un voisinage de x, relativement compact dans Vj. Il existe vy tel que fVom P, |fI2e7® < —o00
pour v > vg. Par 'hypothése, on peut trouver un j = j,,E| tel que

/ |f|%e™ < oo.
VNP,

Donc || flvnpy||* = fVﬂPy | f|?e™%, alors

lil{ndist(l‘,Pz/)HﬂVoﬂPuH = 0.

Encore d’aprés le lemme fo € J. O]

7.2 Conjecture d’ouverture forte pour métrique hermitienne sin-
guliére

Soit E — U un fibré holomorphe de Hilbert. Soit f : E — [0, co] une fonction Borel-mesurable sur
E. On considére I’ensemble

E(h,x) ={fs: fEF(V,E),/Vh(f) < 00,V C U ouvert, x € V},

4. Comme fvomp |fI?e™ < o0, on a f, € I(u,y) pour tout le point y € V, N P,. Alors, pour chaque point y, on
peut trouver un voisinage Vj, et j, tel que fv ap, | fI?¢? < oo pour j > j,. Maintenant, puisque V est relativement
yNPy

compact dans P,, on peut trouver un j = j, tel que fva |fI2e™™ < oo.
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ot f, est le germe de f en z. Si v/h est sous-additive en chaque fibre de E et homogéne au sens que
Vh(Xe) = |A|\/h(e) pour N € Cet e € E, E(h,x) est un Oz-module. £(h) désigne le sous-faisceau
de Oy(E) formé des germes E(h, z). Evidemment, £(h) est un Oy (E)-module.

Si P € C™ est une hyperplan complexe, W C P N U est relativement ouvert, et g une section
mesurable de E|y — W, on définit ||g|| € [0, oo] par

g% = int / hi(g),
J JwW

Alors

2 ) ou
s {hmj fW hj(g) = fW h(g).

On pose M = M, = U;E(h;, x).

Théoréme 7.2.1 (Guan-Zhou-Lempert |[GZ14] |[Lemld]). Soient E — U un fibré holomorphe de
Hilbert, hy > hg > --- métriques hermitiennes sur E dont les courbures de Nakano dominent 0.
Supposons que h = lim; h; est bornée inférieurement par une métrique hermitienne continue. Si
rk(E) < 0o, ou U;E(h;) est localement finiment engendré, alors U;E(hj) = E(h).

D’abord, on montre une proposition simple.

Proposition 7.2.2. Soient W un espace vectoriel complexe, (B, || ||) un espace normé, L : W — B
etl: W — C linéaires. Si |l(w)| < C||L(w)]|| pour chaque w € W avec une constante C, alors il y a
une application linéaire a : B — C telle que ||a|| < C etl=ao L.

Démonstration. D’abord, on définit a sur L(W) C B. Si u = L(w) € L(W), on pose a(u) = l(w).
Ca c’est bien définie car Ker(L) C Ker(l). En plus,

la(u)| = [l(w)] < C|L(w)]| = Cllull.

D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe un prolongement de a sur B de méme norme, noté
aussi par a. 0

Comme le cas de fonctions psh, on va montrer le lemme suivant pour M.

Lemme 7.2.3. Soit M un Oy-module de type fini. Le germe f, de f € I'(E) est dans M si et
seulement si pour chaque voisinage assez petit V.C U de x et chaque hyperplan Py C C™,

liminf dist(z, P)| flvap| =0, as P||Py et dist(x, P) — 0. (7.5)
Avant de donner la démonstration de ce lemme, nous allons énoncer une autre proposition que nous

aurons & utiliser.

Proposition 7.2.4 (Lempert 2010). Soient P,Q espaces de Banach. Soient f : Q@ — Hom(P, Q)
holomorphe, et & € Q.
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1) Si dim(P) < oo, alors il existe un sous-espace Q' C Q de dimension fini, un ouvert U > &, et
une application holomorphe q : U — GL(Q) telle que Im q(2)f(2) C Q" pour tous les points
zeU.

2) Si dim(Q) < oo, alors, il existe un sous-espace P’ C P de codimension fini, un ouvert U > &,
et une application holomorphe p : U — GL(P) telles que P' C Kerf(2)p(z) pour tous les points
zeU.

Démonstration du lemme[7.2.3. On suppose x = 0.
La partie de "seulement si" vient du théoréme de Fubini comme la preuve du lemme [7.1.2]

Réciproquement, on va montrer que si fo ¢ M, alors pour chaque voisinage V' C U de 0, il existe
une hyperplan Py telle que

liminf dist(z, P)| flvapll > 0, as P||Py et dist(z, P) — 0. (7.6)

On fixe V et suppose qu’il est pseudo-convexe et relativement compact dans U. Soient g',--- ,¢? €
I['(V, E) dont les germes engendrent M. On peut aussi supposer que fV hj, (¢') < oo pour un jo et
t=1,---,p.

Ecrivons 7 : E* — U I’application canonique. Si A C C est le disque unité et o : A — E*[y est
holomorphe en reliant 0 au vecteur nul dans Ej, on peut définir une application o® qui associe a
g € I'(V, E) la fonction a*g € O(A) comme suit :

(@”g)(z) = a(s)g(ma(s)).

Donc on peut définir les pull-back des germes gy des sections de E comme a*gy € Oc . Posons
a*M = {a*go : go € M}. On va montrer qu’il existe une application holomorphe « telle que

Oé*f() Q OQ()(X*M.

D’apreés la proposition sur un voisinage de 0, les sections f,g',---,¢” sont sections de un
sous-fibré holomorphe de dimension finie de E. Alors, on peut supposer que E est de dimension
finie lui-méme et trivial, E = U x C" — U. Pour une section g € T'(V, E) qui s’écrit comme
9(z) = (2,91(%), -, gn(2)), on définit une autre fonction g € O(V x C") vis-a-vis d’elle.

i(zw) = 3 g (2w

Considérons la cléture intégrale McC Ogm+n o de I'idéal engendré par Z]\é, -+, gb. Encore d’apres la

proposition 77, le germe g € M veérifie
ol < C*(|1g" P + - + (971 (7.7)

au voisinage de 0 € C™"" pour une constante C.

Nous supposons que @ = g vérifie au voisinage de 0. En plus, ce voisinage peut étre pris de la
forme 771(Vj) avec Vy C V un voisinage de 0 € C™. Maintenant nous fixons un point z € V. Soient
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L : C™ — CP une application définie comme L = (g%(z,),--g*(2,-)), | = g(z,-) : C* — C. D’aprés
la proposition il existe a; € C tel que

Zg,, 2)w, = g(z,w) = l(w Zazg (z,w) ZZaifq\i(z)w,}
vooi
Donc g,(2) = Y, 95(2), alors g(2) =, ¢°(2) et >, |ai|* < C?. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

z)) < Z‘%FZh]‘o(Qi(z)) < szhjo(gZ z

Alors, si ¢ de la forme g est dans M\, on a go € M. Mais comme fo & M, ¢ = fn’appartient pas
a M. D’aprés la proposition 77, il existe une application holomorphe a : A — V x C", a(0) = 0,
telle que ﬁ) oca ¢ (’)(C,OJ\/IO a. Alors, @ vu comme une application A — E*|yy = V x C" vérifie
Oé*fo ¢ OQOa*M.

Nous pouvons supposer que « vérifie m o o Z 0 & un terme qui est négligeable devant fo Q pres.

Maintenant, nous choisissons une hyperplan Py passant 0 € C™ qui ne contient pas ma(A). Encore,
on peut supposer que Py = {z € C™ : z; = 0} et a est holomorphe au voisinage de A avec
F =a*f #0sur A\ {0}. Supposons que la premiére composant de wa est de la forme suivante

ma(s) =s" se A, k>1

et a(A) C V x C™. Alors, pour chaque g € I'(V, E), on a

maX\a*g\QSCS/h( )<Cz/h(g) j=1,2-
A 1% 1%

ou ()5 est une constante qui est indépendante a g.

Soient 0 € A\ {0} et P, = {z € C™ : 2y = o}. Soit ||flvnp,|| < oo. On prend (X,w) =
(V.>dz, Adz,), Y =V N P, et 7(z) = cz1 — o] Si on choisit ¢ > 0 assez petit, alors r < 555 sur
V. La forme volume du, sur V N P, est une multiplicité constante de la volume d’Euclidean. On
choisit j, tel que

[ h0 <20 svan, I
VNP,

Puisque les fibrés (K ® E, hK ‘) et (E, hj,) sont isométriquement isomorphes, le théoréeme 77 donne
une section g € I'(V, E) telle que

f=gsur VNP, et fv ie(9) < C3Iflvar, |12,

ou C3 est indépendante & 0. Donc gy € M et le germe G = a*g est dans o* M. Alors G = o(F') en
0€ A et F({/o) =G({/o) pour tous les k-racines {/o. Donc par la proposition on a

max |o*g| = max |G| = C1/o].
A A

AlOI‘S,
n 0303‘0-” ’

Ceci est vrai aussi quand || f|ynp, || = 0o, donc on montre le lemme. O
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Démonstration du théoreme[Z2.1. On le montre par récurrence. Le cas m = 0 est trivial.

Supposons que 1’énoncé est vrai pour m — 1. Pour appliquer cette hypothése, nous devons montrer
si la restriction de E aux hyperplans P C C™ vérifie les hypothéses du théoréme. Si rk(E) < oo,
évidemment rk(E|p) < oo aussi. Si U;E(h;) est localement finiment engendré, on voudrais savoir si
le faisceau F — P dont le germe en = € P est

perpe(VNPE), h;(p) < oo pour certain j et ouvert V C U, x € V
vnp '

est localement finiment engendré. La réponse est oui presque. Nous supposons qu’ily a g*,--- ,gP €
I'(E) qui engendrent chaque germe de U;E(h;). On va montrer que si P vérifie la condition suivante
pour certain j,

/ h’j(gl)<ooa7’:]-77p7
VNP

le faisceau est engendré par ¢‘|p. Exactement, soit ¢, € F, le germe d'une section ¢ € I'(V NP, E)

/VQP hj(p) < o0

pour certain j et ouvert V C U, x € V. Puisque V est pseudoconvexe, par le théoréme 7?7, on peut
trouver un prolongement g € I'(V, E) de ¢ tel que [, hj(g) < co. Donc g, € U;E(hj, x) = M,. Mais
M, est engendré par ¢¢, alors ¢, = g.|p est dans le module engendré par g |p.

telle que

On pose x = 0 et on doit démontrer que My = FE(h,0). Comme ci-dessus, on suppose que
g',---,g” € T'(F) engendre chaque germe de U;E(hj). On fixe un voisinage relativement com-
pact Vo C U de 0 et une section f € I'(Vy, E) telle que fVo h(f) < oo. Nous devons monter que
fo € M.

Nous prenons un voisinage V de 0, relativement compact dans V{ et une hyperplan Py. Encore, on
suppose que Py ={g € C" : 21 =0} et Ps={2€ C™: 2, = s} pour s € C.

Par le théoréme de Fubini, il existe un sous-ensemble négligeable S’ de C et certain jy tels que

[ obth<ocet [ e <o
VoNPs VoNPs

pour s€ S=C\ S eti=1,---,p. En plus,
lim inf | 5|2 h(f) = 0.

S555—0 VoNPs

Par ’hypotheése, pour chaque s € S, il existe certain j tel que fVﬁPS h;i(f) < oo, alors

|WW&W=AWhU%

Encore d’aprés le lemme fo € M. O
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Annexe A

Technique de Bochner

Dan le chapitre trois, on a montré le théoréme de Hérmander par la méthode de Siu. Dan cet
appendice, on va expliquer une autre preuve en utilisant I'identité de Bochner-Kodaira-Nakano.

A.1 Identité de Bochner-Kodaira-Nakano

Nous rappelons un peu la théorie de Hodge sur variétés kihlériennes compactes. Soit (X,w) une
variété kiahlérienne. Soient F un fibré en droites holomorphe sur X et D = D’ 4 0f la connexion de
Chern de E. D™ et 0}, désignent les opérateurs adjointes de D’ et Op respectivement.

Définition A.1.1. Soit (X, w) une variété kihlérienne. Alors les Laplaciens complexes sont définies
par B B
Ay, :=D'D" + D"D" et Ay := 0dy + Ip0kp.

Nous posons HP4(X, E) I’ensemble de formes Op-harmoniques, c’est-a-dire que
HPUE) == {a € APY(X,E): Ay, (a) = 0}.

Théoréme A.1.1 (Décomposition de Hodge). Avec les notations précédentes, si X est compacte,
il y a une décomposition orthogonale :

APUX F) = 0APT Y (X, E) @ HPI(X, E) ® 0" AP (X, ),
et HP9(X, E) est de dimension finie.

Corollaire A.1.2. La projection naturelle HP4(X,E) — HPY(X, E) est bijective, o HP4(X, E)
est le (p,q)-ieme groupe de cohomologie de Dolbeault du fibré en droites E.

Avant de montrer I'identité de Bochner-Kodaira-Nakano, nous rappelons des relations commutatives
entre opérateurs différentielles sur variétés Kéahlériennes. Si A, B sont des opérateur différentiels sur
lalgébre A(X,A*T% ® E), le crochet de Lie graduée est défini par

[A,B] = AB — (—1)®BA,
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ol a,b sont le degré de A et B respectivement. Si C' est un autre endomorphisme de degré ¢, on a
I’identité de Jacobi formelle suivante :

(—1)°* 4, [B,C]] + (=1)® [B, [C, A]] + (-1)*[C, [A, B]] = 0.

Théoréme A.1.3. Soit (X,w) une variété Kdihlérienne. Soient D = D' +0g la connezion de Chern
d’un fibré en droites holomorphe E et L, l'opérateur définie par Ly,(u) = w Au et A, = LY est
l’adjoint formel de L,,. Alors

(0%, L] =iD', [D"™, L] = —i0g, [Aw, 0p] = —iD"™, [Ay, D'] =05,

Théoréme A.1.4 (Identité de Bochner-Kodaira-Nakano). Si (X,w) est kihlérienne et E est un
fibré en droites holomorphe, alors les Laplaciens complexes vérifient l’identité

A, = Doy + [1Opn, Au]
ot Oy, est la courbure de la connexion de Chern sur E pour la métrique hermitienne h.
Démonstration. Puisque 9% = —i [A,, D], on obtient
Mgy = [06.35] = [06. [8,. D))
D’aprés l'identité de Jacobi, on a
(08, [Aw, D']] = [Aw, [D',08]] + [D, [0p, Au]] = [Aw, O] +i [D', D],

Notons [D’,éE] =D?= O©F ., ce qui conclut. ]

A.2 Théoréme d’existence
Supposons que X est compacte et que u € AP4(X, E) est une (p, ¢)-forme arbitraire. On a
(Apgu,u) = [|D"ul|* + || D™l > 0

et de méme pour Ay, donc on obtient a priori une inégalité

Bull? + (| Fpull? > / (51 M), w)dV,.
X

On Pappelle I’inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano. D’aprés le résultat d’approximation
3.1.12, cette inégalité est varie pour tout u € Liq(X , E). Pour simplifier, on note

A= A%'?h,w = [1Opn, Ayl
Maintenant supposons que A est définie positive et que g € Lqu (X, E) est une forme telle que

gEg = 07
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et pour presque tout z € X, il existe a € [0, +00) telle que

[{g(@), u)|* < a(Au,u)
pour tout u € (APIT% ® E),. Si I'opérateur A est inversible, tel o minimal est |A~1/2g(z)? =
(Ag(x), g(z)).
Ensuite, on donnera une autre preuve du théoréme d’existence de Hormander en utilisant cette
inégalité.
Théoréme A.2.1. Soit (X,w) une variété kihlérienne. Ici X n’est pas forcément compacte, mais

nous supposons que la distance géodésique 0, est compléte dans X. Soit E un fibré vectoriel hermi-
tienne de rang r au dessus de X. Supposons que l'opérateur courbure A := A%qhw = [i1Oph, Ay

est définie positive partout sur APATS @ B, g > 1. Alors pour toute forme g € L3(X, Azqu)*( ® F)
vérifiant 0g = 0 et fX<A_1g,g>de < +00, il existe f € L*(X,AP971T% @ E) telle que Of = g et

/ AV, < / (A, g)dV.
X X

Démonstration. Considérons la décomposition orthogonale de I'espace de Hilbert :
L2(X,AP9T% ® E) = Kerd @ (Kerd) ™.

Soit v = w1 + vg la décomposition d'une forme lisse v € AP?(X, E) a support compact (v, vy ne
sont pas forcément & support compact). Comme (Kerd): C Kerd* et g,v; € Kerd par hypothése,
on obtient 9*vy = 0 et

2
g, 0)? = I{g, o) < ( /. <A1g,g>1/2<Av1,v1)1/2de)

< / (A~1g, )V, / (Avy, v1)dV,
X X

L’inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano a priori implique
/ (Avi,v1)dV,y < [|0v1|* + [|8%0]* = [|8% 0 || = [|8"]*.
X

Donc on obtient
.00 < ([ a7t g0a, ) 1o
pour tout (p, q)-forme v € AVY(X, E). Alors il existe une application linéaire bien définie :

w = 0*v > (v,g), L?,’q_l(X, E) > 0(APYE)) — C

sur I'image de 0*. Cette application linéaire est continue pour la norme L? et elle a norme < C avec

C = (/}((A—lg,gmvw) 1/2.

Par le théoréme de Hahn-Banach, il existe f € le)’q_l(X, E) a ||f]| € C telle que (v,g) = (0%v, f)

pour tout v, donc Of = g au sens de distributions. L’inégalité || f|| < C implique 'inégalité dans le
théoréme. O



104 ANNEXE A. TECHNIQUE DE BOCHNER

Le théoréme d’existence ci-dessus est aussi vrai pour toute variété kdhlérienne faiblement pseudo-
convexe, par exemple, toute variété compacte et toute variété de Stein. Un fait élémentaire est ce
que tout variété kahlérienne faiblement pseudoconvexe posséde une métrique kihlérinne compléte :
soit x > 0 une fonction exhaustive et posons

We = w + €100
Alors we est une métrique compléte pour € > 0.

Théoréme A.2.2. Soit (X,w) une variété kihlérienne, dim X = n. Soit L un fibré en droites
hermitien muni d’une métrique e~ ®et soit

n@) <o <o)

les valeurs propres de 1O 4 pour w, c’est-a-dire que si (21,--- ,2p) sont des coordonnées locales en
o, on peut écrire

n n
w = iZde /\de et Z'@L7¢ :iZ’yjdzj /\dij
= =1

en xg. Supposons que 1O 4 est positive. Alors pour toute g € L%q(X, L) vérifiant g = 0 et
S+ +7) 7 HglPe ?dV,, < +o0, il existe f € L?%q_l(X, L) telle que

Of =g, et / |fI2e=%dV, < / (71 4 -+ 79) HglPe V.
X X

En plus, si E est un fibré en droites muni d’une métrique hermitienne singuliére & courbure positive
au sens de courant, le théoréme d’existence ci-dessus est encore vrai dans ce cas. En particulier, il
implique le théoréme En effet, si i©,4 > cw, on a alors 7; > ¢ et on obtient le théoréme
immédiatement.



Annexe B

Idéaux Multiplicateurs en (Géométrie
Algébrique

Le but de cette section est de donner une définition de faisceaux d’idéaux géométrie algébrique qui
a le mérite d’établir un lien clair entre idéaux multiplicateurs et théorémes d’annulations. Nous
donnerons des théorémes importants sans preuve, et pour les détails nous nous référerons [Laz04].

Dans tout 'appendice, les variétés seront supposées lisses. On rappelle qu'un diviseur D = ). a;D;
(avec a; € Z ou Q) et dit & croisements normaux si, localement, le diviseur réduit D = Y, D; est
donné par I'équation : 21 --- 2, = 0. Si D = ), a;D; est un Q-diviseur, on notera |D| =" |a;|D;
sa partie entiére et {D} = D — | D] sa partie fractionnaire (ou |z] désigne la partie entiére d’un
réel x).

B.1 Définition et exemples

Dans toute la suite, la terminologie morphisme birationnel désignera une application holomorphe
qui est de plus biméromorphe (ou en d’autres termes, une modification propre) :

Définition B.1.1. Une résolution logarithmique (ou log-résolution) de (X, D) (ou D est un Q-
diviseur sur X supposée lisse) est un morphisme birationnel f : X — X (avec X' lisse) vérifiant de
plus : f*D + Ex(f) est a croisements normaud.

Exemple B.1.1. On considére X = C2 et D = {y? = 23} (D est le cusp a l'origine). Pour résoudre
la singularité a l'origine, on procéde par éclatement successifs : en fait il est facile de vérifier que
trois éclatements suffisent pour se ramener au cas d’un diviseur & croisements normaux. Ces trois
éclatements donnent naissance a trois diviseurs exceptionnels (notés Ei, Eo et F3) et un calcul
direct montre que, dans cette résolution, on a :

f*D =2F+3FEy+6F3 + D/,
ot D’ désigne la transformée stricte de D.
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L’existence de telles résolutions est assurée par les théorémes d’Hironaka, et de plus, on sait que
I’on peut les obtenir en procédant par une suite d’écaltements de centre lisse.

Si f: X' — X est une log-résolution (ou plus généralement un morphisme birationnel), on note
Kxi/x = Kx — [*Kx ; ce diviseur est appelé le diviseur canonique relatif de f. Ky//x est un
diviseur effectif sur X’ dont I’équation locale est donnée par 'annulation de det(df).

Proposition B.1.1. On a l’égalité suivante :f.Ox/(Kx//x) = Ox. De plus, si N désigne un

diviseur effectif sur X', f.Ox/(Kx:/x — N) définit naturellement un faisceau d’idéauz sur X.

Si on reprend I'exemple ci-dessus, on montre facilement (avec les mémes notations) :

KX’/X = E1 + 2E2 =+ 4E3.
Maintenant on va donner une construction algébro-géométrique pour faisceaux d’idéaux. Soit (X, D)
une paire avec D un Q-diviseur effectif sur X.

Définition B.1.2. Si f : X' — X est une log-résolution de (X, D), on appelle faisceau d’idéauz
multiplicateurs associé a D le faisceau d’idéauzx suivant :

I(X,D) =I(D) = f.Ox/(Kx//x — |f*D]).
Remarque B.1.1. La notion d’idéal multiplicateur est bien définie, c¢’est-a-dire que la définition

ne dépendent pas du choix de la log-résolution employée.

Il nous reste maintenant & comparer cette définition avec la définition analytique : pour cela, on
va tout d’abord attacher une (famille de) fonction psh a un Q-diviseur effectif donné. Soit donc
D =3, a;D; avec a; € QF et U un ouvert de X sur lequel chaque D; est engendré par une équation
notée g; (avec g; € Ox(U)); on pose alors :

0D =Y ailog|gil

(2

et €2¢D nlest autre que le carré du module de I’équation locale définissant D. Comme les a; sont
positifs, go% est bien psh et on peut donc considérer le faisceau 7 (4,0%) sur U. On vérifie facilement que
ce faisceau ne dépend pas du choix des générateurs g; ; en particulier les faisceau Z (gp%) se recollent
pour définir un faisceau d’idéaux sur X que l'on note Z(¢p). On a alors le résultat suivant :

Théoréme B.1.2. Les constructions analytiques et algébriques coincident :
Z(pp) = (D)

en particulier le calcul de Z(D) ne dépend pas de la log-résolution employée.

Démonstration. Tout d’abord, on suppose que D est & croisement normaux. On choisit des coor-
données adaptées & D. Soit f holomorphe sur un voisinage V' de 0 dans C". L’appartenance de f a

Z(pp) s'écrit donc :
|f(2)]?
———————dp < +00.
/V |Z %m "'|Zk‘2ak H
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En développant en série entiére et en utilisant ’égalité de Parseval, on se raméne au cas ot f est un
monoéme : f(z) = z{" -+ 2%, On peut alors séparer les variables et on se raméne a étudier 'intégrale
en une variable suivante :
!/
/ |Z|2(a—a)d)\
|4

oul V est un voisinage de 0 dans C et dA la mesure sur C. Cette intégrale converge si et seulement
si « —a > —1, ce qui s’écrit encore av > |a] ; cela signifie exactement : f € Ox(—|D]).

Pour le cas général, soit f : X — X' une log-résolution de D. Comme f*D est a croisements
normaux on peut appliquer le cas précédent et on a alors

L(pp o f) =Ll¢pp) = Ox(=Lf"D])
d’ou :
Ox/(Kxi/x — [f*D]) = Ox/(Kx1)x) ® Z(¢p © ),
en utilisant la proposition [5.2.2] on obtient directement 1’égalité souhaitée. O

La définition analytique est parfois assez commode pour faire des calculs explicites ; & titre d’exemple,
examinons le cas du cusp a l'origine (i.e. D = 5/6-{y>—2% = 0}). On doit donc étudier des intégralité

du type :
2
/ |f(z,y)] dy
v ly2 = 23573

ot V est un voisinage de 0 dans C?. Or, on montre facilement les estimations suivantes :

/ _Ay /CM(@ 1o
[y — 2333 |z b [y2— PR Jy)?

ou D désigne le disque unité de C et C' et C’ sont des constantes strictement positives. Ces estimations
nous donnent directement les faits suivants : 1 ¢ Z(D) alors que z,y € Z(D). On retrouve donc
bien :

En fait, on peut définir le faisceau d’idéaux pour un idéal général a C Ox. On a aussi une log-
résolution pour a.

Définition B.1.3. Soit a C Ox. On fize une log-résolution u : X' — X de a telle que
a-Ox = Ox/(=F), ou F' = Y ,b;F;, et Kxi)x = Y a;E;. Pour un nombre rational ¢ > 0,
lidéal multiplicateurs de a® est

Z(a) =Z(c- a) = pOx: (Kxr/x — e+ F)

Remarque B.1.2. Contrairement au cas ol a est un idéal associé & un diviseur, on ne peut pas
définir a® dans ce cas général.
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B.2 Invariants d’idéaux multiplicateurs

Maintenant on soit X une variété affine lisse. Soit D un Q-diviseur effectif sur X.

4.1. Le seuil log-canonique. Le seuil log-canonique (Ict en abrégé d’apreés la terminologie anglaise)
de a en x est le nombre

lety(a) = lety (X, a) =inf{c > 0:Z(a%); # Ox o} =sup{c > 0:Z(a%), = Ox s}

Rappelons la définition d’exposant de singularité complexe et notons que Z(cD); = Z(cpp), donc
Z(cD), = Oxy si et seulement si e~2¢°D est intégrable au voisinage de z. Donc

let, (D) = ex(pp).

D’aprés la proposition si on fixe une log-résolution u : X — X avec pwa = > bE; et
K)?/X => a;FE;, on a
a; +1

.

let(X, a) := inflct,(a) = min{—

)

Définition B.2.1. 1) On dira une paire (X, a) a singularités log-terminales si et seulement si
a; —cb; +1 > 0 pour tout i.

2) On dira une paire (X, a®) est a singularité log-canoniques si et seulement si a; — cb; +1 > 0 pour
tout 1.

Donc (X, a®) est a singularités log-terminales si et seulement si Z(a‘) est trivial, c’est-a-dire que
let(X, a) > 1.

Exemple B.2.1. Supposons que a C Clz1,---,2,] est un idéal propre non nul engendré par
monodmes. Pour a € Z%,, on écrit 2% = 2{t -+ z%n. Le polyedre de Newton de a est

P(a) = Enveloppe convexe({a € Z%, : 2“ € a}).
Howald a montré que
let(a) = letop(a) = max{A € R>p: (1:---:1) € A P(a)}.
Donc, on obtient que let((22,y?)) = 1 et let((22,y3)) = 5/6.

Exemple B.2.2. Soit f = 2{" 4+ -+ 2% € C[z1,- - , 2. Alors
1
leto(f) = min{1,> —}
i=1 "

4.2. Nombres de saut. Le seuil log-canonique mesure la trivialité ou non trivialité d’'un idéal
multiplicateurs. En utilisant la toute structure algébrique de ces idéaux, il est naturel de voir que ce
seuil est seulement le premier invariant d’une suite des invariants qui sont dits les nombres de saut.
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Lemme B.2.1. Pour a C Ox, il y a une suite de nombres rationauz croissants et discrétes

0= < <6<

tels que a est constant pour & < ¢ < &1 et T(a%) D Z(aSith).

En particulier, si a est 'idéal d’un diviseur D, et ¢p est la fonction psh associée & D, le lemme dit
qu’il existe € > 0 tel que
Z(¢p) = Z((1 + €)¥D)

Ce résultat est exactement la conjecture d’ouverture forte pour la fonction psh a singularités ana-
lytiques. Donc on peut voir la conjecture d’ouverture forte comme une généralisation de ce résultat
pour les fonctions psh générales.
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